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 จากแผนภาพของแขนกลชนดิยืดหยุนดังภาพที่ 12 เราสามารถตั้งสมมติฐานของแขนกลชนิด
ยืดหยุนเมื่อสรางแบบจําลองทางคณิตศาสตรแบบแมนตรงไดดังนี ้
 
 1)  แขนกลจะเคลื่อนที่ในแนวระดับเทานั้น 
 2)  พิจารณาเฉพาะการเปลี่ยนรูปตามแนวขวางเทานั้น 
 3)  มุมที่เกิดขึน้จากสภาพยดืหยุนของแขนกลเปนมุมเล็กๆเทานั้น 
 4)  กําหนดใหจุดหมนุและจดุที่ถูก Clamp (x=0) เปนจดุเดียวกัน 
 
 1.2.1  พิจารณาแรงที่เกิดขึน้ภายในแขนกลชนิดยดืหยุน 
 

 
  

ภาพที่ 13  แสดงแรงและโมเมนตที่เกิดขึน้ภายในคาน 
 

( , )Q x t  คือ แรงเฉือนที่กระทําตามแนวขวางในแตละชิ้นสวน dx  
( , )M x t คือโมเมนตที่เกิดขึ้นแตละชิน้สวน dx  

( , )w x t  คือ ฟงกชั่นของระยะทาง ( )x ที่ขึ้นอยูกับเวลา ( )t  
 
จากภาพที่ 13  ใชกฎของนวิตันในการพิจารณาไดดังนี ้
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2

2 2

, ,
, , , 0

Q x t w x t d t
Q x t dx Q x t dx x x L

x t dt
θ

ρ
⎡ ⎤∂ ∂⎡ ⎤

+ − = + < <⎢ ⎥⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦
           (1) 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,
, , , 0, 0 .

M x t Q x t
M x t dx M x t Q x t dx dx x L

x x
∂ ∂⎡ ⎤ ⎡ ⎤

+ − + + = < <⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦
           (2) 
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ทําการลดรูปโดยตัดพจนที่คณูกับ dx  ออก ดังนั้นสมการที่ (2) จึงกลายมาเปน 
 

( ) ( ),
, 0, 0 .

M x t
Q x t x L

x
∂

+ = < <
∂

                  (3) 

 
แทนคาสมการที่ (3) ลงในสมการที่ (1) จะได 
 

( ) ( ) ( )2 2 2

2 2 2

, ,
, 0 .

M x t w x t d t
x x L

x t dt
θ

ρ
⎡ ⎤∂ ∂

− = + < <⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦
                (4) 

 
จากเรื่องกลศาสตรวัสดุเราสามารถเขียนความสัมพันธระหวางโมเมนตบิดกับระยะที่เปล่ียนไปไดดังนี ้
 

( ) ( )2

2

,
,

w x t
M x t EI

x
∂

=
∂

                   (5) 

 
จากนั้นแทนคาสมการที่ (5) ลงในสมการที่ (4) จะได 
 

( ) ( ) ( )4 2 2

4 2 2

, ,
0

w x t w x t d t
EI x

x t dt
θ

ρ
⎡ ⎤∂ ∂

+ + =⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦
                 (6) 
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      1.2.2  พิจารณาแรงที่เกิดขึน้ภายนอกของแขนกลชนิดยืดหยุน 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
ภาพที่ 14  แสดงแรงและโมเมนตที่เกิดขึน้ภายนอกของแขนกลชนิดยืดหยุน 

 
 เมื่อมอเตอรขับฐานของแขนกลชนิดยืดหยุนนัน่หมายความวาเกิดแรงบิด (Torque) ที่

ฐาน จะสามารถเขียนแผนภาพแรงตางๆที่เกิดขึ้นในระบบไดดังภาพที่ 14 จากกฎของนิวตันเราสามารถ
เขียนสมการไดเปน 
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

2
0

2
2 2

2 2 20

,
, ,

b p p

L

p p

x L

x L

T t J t J t J t m L t

w x t
xw x t w x t

x dx m L J
t t t

θ θ θ θ

ρ
=

=

= + + +

∂⎛ ⎞
∂ ⎜ ⎟∂∂ ∂ ⎝ ⎠+ + +

∂ ∂ ∂∫
            (7) 

 
 
 
 
 
 

( )pm L tθ

2

2

( , )

( )p p

x L

w x t
xJ t J

t
θ

=

∂⎛ ⎞∂ ⎜ ⎟∂⎝ ⎠+
∂

2

2

( , )
p

x L

w x tm
t

=

∂
∂

2

2

( , )w x tdx
t

ρ ∂
∂

0 ( ) ( )pJ t J tθ θ+

x

0x

y 0y

Payload

Hub Torque input
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 1.3  การหาสมการปญหาคาขอบ 
 

 
 

ภาพที่ 15  แสดงแรงและโมเมนตที่เกิดขึน้กับมวลตรงสวนปลายของแขนกลชนิดยืดหยุน 
 
จากสมการที่ (3), (5)และกฎของนิวตัน เราสามารถเขียนความสัมพันธ ของมวลที่ปลายของแขนกลได 
 

( ) ( ) ( )3 2

3 2

, ,
p p

x L x L

w x t w x t
EI m L t m

x t
θ

= =

∂ ∂
= +

∂ ∂
               (8) 

   

( ) ( )

( )2
2

2 2

,
,

p p

x L

x L

w x t
xw x t

EI J t J
x t

θ
=

=

∂⎛ ⎞
∂ ⎜ ⎟∂∂ ⎝ ⎠= − −

∂ ∂
               (9) 

 
พิจารณาที่ปลายดานซายของแขนกลเราสามารถเขียนปญหาคาขอบไดดังนี ้
 

( )0, 0w t =                     (10) 
 

( )
0

,
0

x

w x t
x

=

∂
=

∂
                   (11) 

 
 
 
 
 

Payload 

x  

y  
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 1.4  การแกปญหาสมการการเคลื่อนที่และการหาคาความถี่ธรรมชาติ 
 
         การที่เราจะหาผลเฉลยของปญหาที่เกิดจากการสั่นสะเทือนสําหรบัที่เปน Distribute systems 
อันดับแรกเราจะตองพจิารณาระบบของเราเปนแบบระบบที่ส่ันสะเทือนอิสระ  และทั่วไปแลวจะเปน
ปญหาของ Differential  eigenvalue  ซ่ึงการแกปญหาของระบบนี้นั้นจะขึ้นอยูกับความยืดหยุน ซ่ึงจะตรง
ขามกับระบบ Discrete ซ่ึงเปน Algebraic eigenvalue problem จากสมการที่ (7)เราสามารถเขียนใหมไดวา 
 

( )

( ) ( ) ( )

( )

2 2

2 20

2
2

0
2

, ,

1 ,

L

p

x L

b p p
p

x L

w x t w x t
T t x dx m L

t t

w x tt
J J J m L x

J
t

ρ

θ

=

=

⎡ ⎤∂ ∂
− −⎢ ⎥

∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥

∂⎛ ⎞⎢ ⎥= ∂ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎡ ⎤+ + + ∂⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎢ ⎥−
∂⎢ ⎥

⎢ ⎥
⎣ ⎦

∫

           (12) 

 
เมื่อเราตองการใหระบบของเราสั่นอยางอิสระนั้นเราจะตองกําหนดใหแรงที่มากระทํากับ

ระบบของเรามีคาเปนศูนย นั่นหมายความวาใหแรงบิดเทากับศูนย จากนั้นแทนสมการที่ (12) ลงใน
สมการที่ 9(6)ได 

( ) ( )

( )

( )

( )

2

20

4 2 2

4 2 22
0

2

2

,

, , ,
0

,

L

p
b p p x L

p

x L

w x t
x dx

t
w x t w x t w x txEI m L

x t tJ J J m L

w x t
x

J
t

ρ

ρ
=

=

⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥

∂⎢ ⎥⎢ ⎥−⎢ ⎥⎢ ⎥∂⎢ ⎥⎢ ⎥
∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎢ ⎥

+ + − =⎢ ⎥⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎡ ⎤+ + +⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥∂⎛ ⎞⎢ ⎥⎢ ⎥∂ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎢ ⎥∂⎝ ⎠−⎢ ⎥⎢ ⎥∂⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥

⎣ ⎦⎣ ⎦

∫

           (13) 

 
สําหรับสมการที่เราเห็นนัน้เปนสมการที่ขึ้นอยูกับสองตวัแปรคือ ระยะทางและเวลา  ซ่ึงปกติ

สมการโดยทั่วไปจะขึ้นอยูกบัตัวแปรเดียว  ดังนั้นจึงมวีิธีที่ใชในการแกสมการแบบนีโ้ดยเฉพาะเราเรียกวา 
วิธีการแยกตวัแปร (Separation of  variables method) โดยในทีน่ี้เราจะแยกตัวแปรของระยะทางและเวลา
ออกจากกนั 
 
( ) ( ) ( ),w x t x tψ δ=                    (14) 
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( )xψ คือ ฟงกชั่นทีข่ึ้นอยูกับระยะทาง (Shape) เพียงตวัแปรเดยีว 

( )tδ  คือ ฟงกชั่นทีข่ึ้นอยูกับเวลา ( )t เพียงตวัแปรเดยีว 
 
จากวิธีการแยกตัวแปรเราสามารถปรับปรุงสมการใหมไดเปน 
 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

4

4

2

20

2 2

2 22
0

2

2

0

L

p
b p p x L

p

x L

x
EI t

x

t
x x dx

t
t txx m L x

t tJ J J m L

x t
J

x t

ψ
δ

δ
ρ ψ

δ δ
ρ ψ ψ

ψ δ
=

=

∂
+

∂
⎡ ⎤⎡ ⎤∂⎢ ⎥⎢ ⎥−⎢ ⎥⎢ ⎥∂
⎢ ⎥⎢ ⎥

∂ ∂⎢ ⎥⎢ ⎥+ − =⎢ ⎥⎢ ⎥∂ ∂⎡ ⎤+ + +⎣ ⎦⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥∂ ∂⎢ ⎥⎢ ⎥−

∂ ∂⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

∫
            (15) 

 
จากสมการ 10H(15)  เราสามารถเขียนสมการอนุพันธที่ขึ้นอยูกับตวัแปรเดียวได 
 

( )

( )
( )
( )
( )

( )
( )

4

4

0

2
0

2
2

2

1

1

L

p x L
b p p

p
x L

x
EI

x
x x dx

xx m L x
J J J m L

x
J

x

t
t t

ψ

ρ ψ

ρ ψ ψ

ψ

δ
ω

δ

=

=

∂
−

∂ ⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥−⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥+ −⎢ ⎥⎢ ⎥⎡ ⎤+ + +⎣ ⎦⎢ ⎥⎢ ⎥∂⎢ ⎥⎢ ⎥−
⎢ ⎥⎢ ⎥∂⎣ ⎦⎣ ⎦

⎛ ⎞∂
= = −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

∫

             (16) 

  

จากสมการ 11H(16) ดานซายของสมการจะขึ้นอยูกับตวัแปรของระยะทางอยางเดยีวสวนดานขวา
นั้นจะขึ้นอยูกบัตัวแปรของเวลาเพียงตวัแปรเดียว จากวธีิการแยกตวัแปรนั้นเราจะกาํหนดใหสมการนั้นมี
คาเทากับคาคงที่คาหนึ่ง จากนั้นทําการพจิารณาทีละสวน จากสมการที่ 12H(16) ในสวนทีข่ึ้นอยูกับเวลา
สามารถเขียนไดเปน 
 

( ) ( )
2

2
2 0
t

t
t
δ

ω δ
∂

+ =
∂

 

 
2 2 0r ω+ =  
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r iω= ±  
 
( ) ( )1 2cos sin cost c t c t C tδ ω ω ω φ= + = −  

 
จากสมการที ่ 13H(16) สวนของสมการที่ขึ้นอยูกับระยะคือ ( )xψ สามารถเขียนไดเปน 
 

( ) ( )
( )
( )
( )

04 2
2

4 2
0

0.

L

p x L
b p p

p
x L

x x dx
x xEI x m L x

x J J J m L
x

J
x

ρ ψ
ψ ω ρω ρψ ψ

ψ
=

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥

∂ ⎢ ⎥− + =⎢ ⎥∂ ⎡ ⎤+ + +⎣ ⎦ ⎢ ⎥∂⎢ ⎥
⎢ ⎥∂⎣ ⎦

∫
                        (17) 

 
จากสมการ 14H(17) เราสามารถแกสมการหาผลเฉลยไดดังนี ้
 

( ) ( )
4

2
4 0
x

EI x
x

ψ
ω ρψ

∂
− =

∂
 

 
4 2 0EIr ω ρ− =  

 
1/4 1/4 1/4 1/42 2 2 2

, , ,r i i
EI EI EI EI
ω ρ ω ρ ω ρ ω ρ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= + − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠  

 
ดังนั้นผลเฉลยสามารถเขียนไดเปน 
 

( )
1/4 1/42 2 1/4 1/42 2

' '
1 2 3 4 5sin cos

x x
EI EIx C e C e C x C x C x

EI EI

ω ρ ω ρ
ω ρ ω ρψ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

           (18) 

 
จากสมการ 15H(18) สามารภเขียนใหอยูในรูปไฮเปอรบอลิกไดเปน  
 

( )
1/ 4 1/ 4 1/ 42 2 2

1 2 3

1/ 42

4 5

sinh cosh sin

cos .

x C x C x C x
EI EI EI

C x C x
EI

ω ρ ω ρ ω ρψ

ω ρ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞
+ +⎜ ⎟

⎝ ⎠

             (19)
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( )

( )

1/4 1/4 1/42 2 2

1 2 3

1/42

4 5 5

sinh cosh sin

cos

x C x C x C x
EI EI EI

C x C x x C x
EI

ω ρ ω ρ ω ρψ

ω ρ ψ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞
+ + = +⎜ ⎟

⎝ ⎠

             (20) 

 
ใชวิธีการแยกตัวแปรกับปญหาคาขอบทั้งสี่ ( ) ( ) ( ),w x t x tψ δ= เราจะเขียนปญหาคาขอบใหมไดเปน 
 

( )
( )
( )
( )

( )
03

2 2
3 2

0

1

L

p p px L x L
b p px L

p
x L

x x dx
x

EI m L m L x m x
x J J J m L

x
J

x

ρ ψ
ψ

ω ψ ω ψ

ψ
= =

=

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥

∂ ⎢ ⎥= + −⎢ ⎥∂ ⎡ ⎤+ + +⎣ ⎦ ⎢ ⎥∂⎢ ⎥+
⎢ ⎥∂⎣ ⎦

∫
           (21) 

 

( )
( )
( )
( )

( )02
2 2

2 2
0

1

L

p p px L
b p p x Lx L

p
x L

x x dx
x x

EI J m L x J
x xJ J J m L

x
J

x

ρ ψ
ψ ψ

ω ψ ω

ψ
=

==

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥

∂ ∂⎢ ⎥= − +⎢ ⎥∂ ∂⎡ ⎤+ + +⎣ ⎦ ⎢ ⎥∂⎢ ⎥
⎢ ⎥∂⎣ ⎦

∫
           (22) 

( )0 0ψ =                     (23) 
 

( )
0

0
x

x
x

ψ

=

∂
=

∂
                    (24) 

 
แทนคาสมการที่ 16H(20) ลงในสมการที่ 17H(17)  จะได 
 

( ) ( )( )

( )

( )
( )

4
2

54

3

50
2

2
52

0

5

3
0

L

p px L
b p p

p p
x L

x
EI x C x

x

Lx x dx C
x m L x m C L

J J J m L
x

J J C
x

ψ
ω ρ ψ

ρ ψ ρ
ω ρ ψ

ψ
=

=

∂
− +

∂
⎡ ⎤
⎢ ⎥+
⎢ ⎥
⎢ ⎥+ + + =⎢ ⎥⎡ ⎤+ + +⎣ ⎦ ⎢ ⎥∂⎢ ⎥+ +
⎢ ⎥∂⎣ ⎦

∫  
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( )

( )
( )

3

50

2
5 52

0

5

3
1

L

p px L
b p p

p p
x L

Lx x dx C

C m L x m C L
J J J m L

x
J J C

x

ρ ψ ρ

ψ

ψ
=

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥+
⎢ ⎥
⎢ ⎥= + +⎢ ⎥⎡ ⎤+ + +⎣ ⎦ ⎢ ⎥∂⎢ ⎥+ +
⎢ ⎥∂⎣ ⎦

∫
 

 

( )
( )
( )

0

5
0

1

L

p x L

p
x L

x x dx

C m L x
J

x
J

x

ρ ψ

ψ

ψ
=

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= +⎢ ⎥
⎢ ⎥∂⎢ ⎥+
⎢ ⎥∂⎣ ⎦

∫
                  (25) 

 

( )
( )
( )

0

5 2
0

1

L

p x L
b p p

p
x L

x x dx

C m L x
J J J m L

x
J

x

ρ ψ

ψ

ψ
=

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= +⎢ ⎥⎡ ⎤+ + +⎣ ⎦ ⎢ ⎥∂⎢ ⎥+
⎢ ⎥∂⎣ ⎦

∫
               (26) 

 
ทําการแก Differential eigenvalue problem  จากปญหาคาขอบทั้ง 4 จากสมการที่ 18H(19) และ 19H(23) จะได 
 

กําหนดให  
1/ 42

EI
ω ρ β
⎛ ⎞

=⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

 

2 4 0C C+ =                     (27) 
 
จาก 20H(19)  และ 21H(24)  จะได 

( )
1 2 3 4 5cosh sinh cos sin

x
C x C x C x C x C

x
ψ

β β β β β β β β
∂

= + + − +
∂

 

 
( )

1 3 5
0

0
x

x
C C C

x
ψ

β β
=

∂
= + + =

∂
                 (28) 

 
ดังนั้น สมการที่ 22H(19) สามารถลดรูปไดเปน 
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( ) 1 2 3 4 5sinh cosh sin cosx C x C x C x C x C xψ β β β β= + + + +                                                  (29) 
 
พิจารณาสมการที่  23H(29)  สามารถเขียนไดเปน 
 

( )
1 2 3 4 5cosh sinh cos sin

x
C x C x C x C x C

x
ψ

β β β β β β β β
∂

= + + − +
∂

            (30) 

 
( )2

2 2 2 2
1 2 3 42 sinh cosh sin cos

x
C x C x C x C x

x
ψ

β β β β β β β β
∂

= + − −
∂

            (31) 

 
( )3

3 3 3 3
1 2 3 43 cosh sinh cos sin

x
C x C x C x C x

x
ψ

β β β β β β β β
∂

= + − +
∂

            (32) 

 
( )4

4 4 4 4
1 2 3 44 sinh cosh sin cos

x
C x C x C x C x

x
ψ

β β β β β β β β
∂

= + + +
∂

                   (33) 

 
จากสมการ 24H(21) สามารถเขียนไดเปน 
 

( )
( )
( )
( )

( )
03

4 3 0

L

p x L x L
p x L

p
x L

x x dx
x L m L x x

m x J
x

J
x

ρ ψ
ψρ ψ ψ

β
ψ

= =
=

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥

∂ ⎢ ⎥− + + =⎢ ⎥∂ ⎢ ⎥∂⎢ ⎥+
⎢ ⎥∂⎣ ⎦

∫

 
 
จากสมการ 25H(29)  26H(32)  และ 27H(26) จะเขยีนสมการไดเปน 
 

( )

( )

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

cosh sinh cos sin
0

sinh cosh sin cos

x L
p

x L

C x C x C x C x LC
m

C x C x C x C x C x

ρ β β β β
β

β β β β

=

=

⎡ ⎤+ − + − +⎢ ⎥
=⎢ ⎥

⎢ ⎥+ + + +⎣ ⎦
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1

2

3

4

cosh sinh

sinh cosh

0

cos sin

sin cos

p

p

p

p

C L L
m

C L L
m

C L L
m

C L L
m

ρ β β
β

ρ β β
β

ρ β β
β

ρ β β
β

⎡ ⎤⎛ ⎞
+ +⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠

⎢ ⎥
⎛ ⎞⎢ ⎥+ +⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥ =⎢ ⎥⎛ ⎞

⎢ ⎥− + +⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎢ ⎥
⎛ ⎞⎢ ⎥

+⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

                (34) 

 
จากสมการที่ 28H(22) สามารถเขียนไดเปน 
 

( )
( )
( )
( )

( )02

4 2

1 0

L

p x L
p x Lx L

p
x L

x x dx
x x

m L x
J x J x

x
J

x

ρ ψ
ψ ψρ ψ

β
ψ

=
==

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥

∂ ∂⎢ ⎥+ − =⎢ ⎥∂ ∂⎢ ⎥∂⎢ ⎥
⎢ ⎥∂⎣ ⎦

∫

 
 
จากสมการ 29H(30) , 30H(31) และ 31H(26) สามารถเขียนสมการใหมไดเปน 
 

( )

( )

1 2 3 4 52

1 2 3 4 5

sinh cosh sin cos
0

cosh sinh cos sin

x L
p

x L

C x C x C x C x C
J

C x C x C x C x C

ρ β β β β
β

β β β β β β β β

=

=

⎡ ⎤+ − − + −⎢ ⎥
=⎢ ⎥

⎢ ⎥+ + − +⎣ ⎦

 

 

1 2

2 2

3 2

4 2

sinh cosh

cosh sinh

0

sin cos

cos sin

p

p

p

p

C L L
J

C L L
J

C L L
J

C L L
J

ρ β β β
β

ρ β β β
β

ρ β β β
β

ρ β β β
β

⎡ ⎤⎛ ⎞
− +⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠

⎢ ⎥
⎛ ⎞⎢ ⎥− +⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥ =⎢ ⎥⎛ ⎞

⎢ ⎥− − +⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎢ ⎥
⎛ ⎞⎢ ⎥
− +⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

                (35) 

 
จากสมการ 32H(25) สามารถเขียนไดเปน  
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( )
( )
( )
( )
( )

( )

1 2
1

1 2 2
2

1 2
3

5
1 2 20

4

1 2 3 4

1 2 3 4

cosh sinh

sinh cosh

cos sin1

sin cos

sinh cosh sin cos

cosh sinh cos sin
p

p

C L L L

C L L L

C L L L
C

J C L L L

m L C L C L C L C L

J C L C L C L C L

ρ β β β β

ρ β β β β β

ρ β β β β

ρ β β β β β

β β β β

β β β β β β β β

− −

− − −

− −

− − −

⎡ ⎤− +
⎢ ⎥
⎢ ⎥− + +
⎢ ⎥
⎢ − + +

= ⎢
⎢ + − +
⎢
⎢ + + + +
⎢

+ + −⎢⎣ ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

            (36) 

 
แทนคาสมการที่ 33H(36) ลงในสมการที่ 34H(28) จะได 
 

1 2
0 0 0 0

2 2 2
0 0 0 0 0

3 2
0 0 0 0

4 2
0 0

cosh sinh sinh cosh

sinh cosh cosh sinh

cos sin sin cos

sin cos

p p

p p

p p

m L JLC L L L L
J J J J

m L JLC L L L L
J J J J J

m L JLC L L L L
J J J J

LC L L
J J

βρ ρβ β β β β
β β

βρ ρ ρβ β β β
β β β

βρ ρβ β β β β
β β

ρ ρ ρβ β
β β

⎛ ⎞
− + + + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞

− + + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞
− + + + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

+ − 2
0 0 0

0

cos sinp pm L J
L L

J J J
β

β β
β

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

=⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎛ ⎞

+ +⎢ ⎥⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

           (37) 

 
จากสมการที่ 35H(27) 
 

4 2C C= −  
 

และกําหนดให 32
1 2

1 1

, CCz z
C C

= =
 

 
ดังนั้นสมการที่ 36H(34) สามารถเขียนใหมไดเปน 

1

2

cosh sinh

sinh cosh

0
sin cos

cos sin

p

p

p

p

L L
m

L L
m

z
L L

m

z L L
m

ρ β β
β

ρ β β
β

ρ β β
β

ρ β β
β

⎡ ⎤⎛ ⎞
+ +⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠

⎢ ⎥
⎛ ⎞⎢ ⎥+ −⎜ ⎟⎢ ⎥
⎜ ⎟⎢ ⎥+ =
⎜ ⎟⎢ ⎥−⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥

⎢ ⎥⎛ ⎞
⎢ ⎥− +⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
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กําหนดให  

cosh sinh
p

A L L
m
ρ β β

β
⎛ ⎞

= +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 

sinh cosh

sin cos

p

p

L L
m

B
L L

m

ρ β β
β

ρ β β
β

⎛ ⎞+ −⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟

−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 

cos sin
p

C L L
m
ρ β β

β
⎛ ⎞

= − +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
จะได 
 

1 2 0A z B z C+ + =                    (38) 
 
จากสมการที่ 37H(35) สามารถเขียนใหมไดเปน 
 

2

2

1

2

2 2

sinh cosh

cosh sinh

0
cos sin

sin cos

p

p

p

p

L L
J

L L
J

z
L L

J

z L L
J

ρ β β β
β

ρ β β β
β

ρ β β β
β

ρ β β β
β

⎡ ⎤⎛ ⎞
− +⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠

⎢ ⎥
⎛ ⎞⎢ ⎥− +⎜ ⎟⎢ ⎥
⎜ ⎟⎢ ⎥+ =
⎜ ⎟⎢ ⎥−⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥

⎢ ⎥⎛ ⎞
⎢ ⎥− −⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

     

 
กําหนดให 
  

2 sinh cosh
p

D L L
J
ρ β β β

β
⎛ ⎞

= −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
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2

2

cosh sinh

cos sin

p

p

L L
J

C
L L

J

ρ β β β
β

ρ β β β
β

⎛ ⎞− +⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟

−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 

2 sin cos
p

D L L
J
ρ β β β

β
⎛ ⎞

= − −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
จะได 
 

1 2 0D z E z F+ + =                    (39) 
 
จากสมการที่ 38H(37) สามารถเขียนใหมไดเปน 
 

2
0 0 0 0

2 2
0 0 0 0 0

1

2 2
0 0 0 0 0

2 2
0 0

cosh sinh sinh cosh

sinh cosh cosh sinh

sin cos cos sin

cos sin

p p

p p

p p

m L JL L L L L
J J J J

m L JL L L L L
J J J J J

z
m L JL L L L L

J J J J J

Lz L L
J J

βρ ρβ β β β β
β β

βρ ρ ρβ β β β
β β β

βρ ρ ρβ β β β
β β β

ρ ρβ β
β β

⎛ ⎞
− + + + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞

− + + + −⎜ ⎟
⎜ ⎟ +⎜ ⎟

− + − −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

− +
0 0

0

sin cosp pm L J
L L

J J
β

β β β

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

=⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎛ ⎞

+ + +⎢ ⎜ ⎟ ⎥
⎝ ⎠⎣ ⎦

 

 
กําหนดให 
 

2
0 0 0 0

2 2
0 0 0 0 0

2 2
0 0 0 0 0

2
0 0

cosh sinh sinh cosh

sinh cosh cosh sinh

sin cos cos sin

cos sin

p p

p p

p p

m L JLG L L L L
J J J J

m L JL L L L L
J J J J J

H
m L JL L L L L

J J J J J

LI L L
J J

βρ ρβ β β β β
β β

βρ ρ ρβ β β β
β β β

βρ ρ ρβ β β β
β β β

ρ ρβ β
β β

⎛ ⎞
= − + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞

− + + + −⎜ ⎟
⎜ ⎟= ⎜ ⎟

− + − −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

= − +
0 0

sin cosp pm L J
L L

J J
β

β β β
⎛ ⎞

+ + +⎜ ⎟
⎝ ⎠
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จะได 
 

1 2 0G z H z I+ + =                    (40) 
 
นําสมการที่ 39H(38) คูณดวย E  ได 
 

1 2 0EA z EB z EC+ + =                    (41) 
 
นําสมการที่ 40H(39) คูณดวย B ได 
 

1 2 0BD z BE z BF+ + =                   (42) 
 
จากนั้นนําสมการที่ 41H(42) - 42H(41) จะได 
 

( )2 0BD EA z BF EC− + − =  
 

( )
( )2

EA BD
z

BF EC
−

=
−

                   (43) 

 
แทนคาสมการที่ 43H(43) ลงในสมการที่ 44H(42) จะได 
 

( )
( )1

FA CD
z

CE FB
−

=
−

                  (44) 

 
จากนั้นแทนคา 1z และ 2z ลงในสมการ 45H(40) จะได 
 

( )
( )

( )
( )

0
FA CD EA BD

G H I
CE FB BF EC

− −
+ + =

− −
                (45) 

 
จากสมการที่ 46H(45) เราจะสามารถหาคาความถี่ธรรมชาติในแตละลําดับได โดยใชโปรแกรม 

Matlab เขามาชวยในการแกสมการหาคาความถี่ธรรมชาติ ดังภาคผนวก ก 
 

ในการที่จะหาคาคงที่ในแตละโหมดของความถี่ธรรมชาตินั้น[ 1 2 3 4( ), ( ), ( ), ( )C i C i C i C i

และ 5 ( )C i ] จะตองใชคุณสมบัติของ Orthonormality  condition  เขามาชวย ดังภาคผนวก ข 
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จากสมการที่ 47H(17) เราสามารถเขียนใหมไดเปน 
 
กําหนดให ( ) ( ), ( )r sx x xψ ψ ψ= จะได 
 

( ) ( )

( )

( )
( )

04
2

4 2
0

L

r

r
r r p r x L

b p p

r
p

x L

x x dx

x xEI x m L x
x J J J m L

x
J

x

ρ ψ

ψ ρω ρψ ψ

ψ
=

=

⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥

∂ ⎢ ⎥⎢ ⎥= + −⎢ ⎥⎢ ⎥∂ ⎡ ⎤+ + +⎣ ⎦⎢ ⎥⎢ ⎥∂⎢ ⎥⎢ ⎥−⎢ ⎥⎢ ⎥∂⎣ ⎦⎣ ⎦

∫
            (46) 

 

( ) ( )

( )

( )
( )

04
2

4 2
0

L

s

s
s s p s x L

b p p

s
p

x L

x x dx

x xEI x m L x
x J J J m L

x
J

x

ρ ψ

ψ ρω ρψ ψ

ψ
=

=

⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥

∂ ⎢ ⎥⎢ ⎥= + −⎢ ⎥⎢ ⎥∂ ⎡ ⎤+ + +⎣ ⎦⎢ ⎥⎢ ⎥∂⎢ ⎥⎢ ⎥−⎢ ⎥⎢ ⎥∂⎣ ⎦⎣ ⎦

∫
            (47) 

 
คูณสมการที่ 48H(46) ดวย ( )s xψ  จากนั้นทําการ Integrating ตลอดความยาวของคานไดเปน 
 

( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

4

4
0

0

2
2

0 0

L
r

s

L

r

L
s

r s r p r x L
b p p

r
p

x L

x
x EI dx

x

x x dx

x x
x x m L x dx

J J J m L
x

J
x

ψ
ψ

ρ ψ

ψ ρ
ω ρψ ψ ψ

ψ
=

=

∂
=

∂

⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥+ −⎢ ⎥⎢ ⎥⎡ ⎤+ + +⎣ ⎦⎢ ⎥⎢ ⎥∂⎢ ⎥⎢ ⎥−⎢ ⎥⎢ ⎥∂⎣ ⎦⎣ ⎦

∫

∫

∫
              (48) 

 
ทําการ Integrating by parts ดานซายของสมการที่ 49H(48) สามารถเขียนไดเปน 
 

( ) ( ) ( ) ( )4 4

4 4
0 0

L L
r r

s s

x x
x EI dx EI x dx

x x
ψ ψ

ψ ψ
∂ ∂

=
∂ ∂∫ ∫  
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กําหนดให 
 

( )su xψ=    ( )4

4
r x

dv dx
x

ψ∂
=

∂
 

 
( )s xdu dx
x

ψ∂
=

∂
  ( )3

3
r x

v
x

ψ∂
=

∂
 

 

จากสูตร udv uv vdu= −∫ ∫  

 

( ) ( ) ( ) ( )4 3 3

4 3 3
0 00

( )( )
LL L

r r r s
s s

x x x xx EI dx x dx
x x x x

ψ ψ ψ ψψ ψ
∂ ∂ ∂ ∂

= −
∂ ∂ ∂ ∂∫ ∫                           (49)

  
ทําการ Integrating ดานขวามอืของสมการ 50H(49) ไดเปน 
 

( )s xu
x

ψ∂
=

∂
   ( )3

3
r x

dv dx
x

ψ∂
=

∂
 

 
2

2

( )s xdu dx
x

ψ∂
=

∂
 

 

( )2

2
r x

v
x

ψ∂
=

∂

  

( ) ( )

( ) ( ) ( )

4

4
0

3 2 2 2

3 2 2 2
00 0

( ) ( )( )

L
r

s

L L L
r r rs s

s

x
x EI dx

x

x x xx xx dx
x x x x x

ψ
ψ

ψ ψ ψψ ψψ

∂
=

∂

∂ ∂ ∂∂ ∂
− +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∫

∫
              (50) 

  
 

จาก  Boundary  condition  คือ สมการที่ 51H(21),  52H(22), 53H(23) และ 54H(24) แทนคาลงในสมการที่ 55H(50) ได 
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( ) ( )

( )

( )
( )

( )

( )

( )
( )

4

4
0

0

2 2
2

0

0

2
2

0

1( )

( ) 1

L
r

s

L

r

s r p p r p rx L x L
b p p

r
p

x L

L

r

s
r p p r x L

b p p

r
p

x L

x
x EI dx

x

x x dx

L m L m L x m x
J J J m L

x
J

x

x x dx

L J m L x
x J J J m L

x
J

x

ψ
ψ

ρ ψ

ψ ω ψ ω ψ

ψ

ρ ψ

ψ ω ψ

ψ

= =

=

=

=

∂
=

∂

⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥+ −⎢ ⎥⎢ ⎥⎡ ⎤+ + +⎣ ⎦⎢ ⎥⎢ ⎥∂⎢ ⎥⎢ ⎥+⎢ ⎥⎢ ⎥∂⎣ ⎦⎣ ⎦

⎡ ⎤
⎢
⎢

∂ ⎢− − ⎢∂ ⎡ ⎤+ + +⎣ ⎦ ⎢ ∂⎢
⎢ ∂⎣

∫

∫

∫
( )

( )

2
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จากนั้นแทนคาสมการที่ 56H(51) ลงในสมการที่ 57H(48) จะได 
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จากนั้นจะได 
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จากสมการที่ 58H(52) เราสามารถเขียนไดเปน 
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ทําเชนเดยีวกนัโดยคณูสมการที่ 59H(47) ดวย ( )r xψ  จากนั้นทาํการ Integrating ตลอดความยาม
ของคานไดเปน 
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จากสมการที่ 60H(53) และ 61H(54) เราสามารถเขียนไดเปน 
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จากสมการที่ 62H(55) เมื่อ 2 2
r sω ω≠  เราจะไดสมการ Orthogonality  condition ดังนี ้
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ความสัมพันธของ Orthonormality condition เปนดังนี ้
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 ทําการลดรูปสมการ Orthonormality condition จะได 
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0

( )( ) ( )
( )

L
r

r r p r p
Lx x dx m L L J

x
ψκ ρ ψ ψ ∂

= + +
∂∫  

 

0

( )( ) ( )
( )

L
s

s s p s p
Lx x dx m L L J

x
ψκ ρ ψ ψ ∂

= + +
∂∫  

 
2

0 b p pJ J J J m L⎡ ⎤= + + +⎣ ⎦  

 

rsΔ คือ Kronecker Delta  โดย 1rsΔ =  เมื่อ r s=  
 
เมื่อ r s=  สมการที่ 63H(56) จะไดเปน 
 

( ) ( ) ( )22
2 2

0

( )( ) ( ) 1
L

rr
r p r p

Lx dx m L J
x J

κψρ ψ ψ ∂⎛ ⎞+ + − =⎜ ⎟∂⎝ ⎠∫               (57) 

 

1, 2,3,...r s= =  
 
ผลเฉลย ( )i xψ สามารถเขียนใหอยูในเทอมของคาคงที่เพียงตวัเดียวคือ 1( )C i  ไดโดยท่ี 
 

( ) 1 2 3 4 5( ) sinh ( ) cosh ( )sin ( ) cos ( )i x C i x C i x C i x C i x C i xψ β β β β= + + + +  
 
โดยที ่
 

( )
( )2 1 1 1( ) ( ) ( )
FA CD

C i z C i C i
CE FB

−
= =

−
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( )
( )3 1 2 1( ) ( ) ( )
EA BD

C i C i z C i
BF EC

−
= =

−
 

( )
( )4 2 1( ) ( ) ( )
FA CD

C i C i C i
CE FB

−
= − = −

−  
 

( )
( )
( )
( )
( )

1 2
1

1 2 2

1

1 2
5

0 1

1

( ) cosh sinh sinh cosh

sinh cosh
( )

cosh sinh
1( ) cos sin sin

( )
cos

( )

p p

p p

p

p

C i L L L m L L J L

L L LFA CD
C i

m L L J LCE FB

C i L L L m L LEA BDJ C i
BF EC J L

FA C
C i

β ρ β β ρ β β β β

β ρ β β ρ β β ρ
β β β

β ρ β β ρ β β

β β

− −

− − −

− −

− + + +

⎛ ⎞− + +−
+⎜ ⎟⎜ ⎟+− ⎝ ⎠

= ⎛ ⎞− + + +−
−⎜ ⎟⎜ ⎟− ⎝ ⎠

−( )
( )

1 2 2sin cos cos

sin
p

p

L L L m L LD
CE FB J L

β ρ β β ρ β β ρ β

β β

− − −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎛ ⎞+ − + −⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥− ⎝ ⎠⎣ ⎦

  

 

1, 2,3,...i =  
  

จากคาความถีธ่รรมชาติที่หาไดจากสมการที่ 64H(45)  และสมการ Orthonormality condition 
65H(57) เราสามารถหาคาคงที่ไดทุกคาในทกุๆ โหมดของความถี่ธรรมชาติ 
 

สมการของ Orthonormality condition สามารถเขียนใหอยูในรูปของสมการที่เกิดจากการ
ยืดหยุนของวสัดุไดเปน 
 

( )2 2

2 2
0

( )L
s r

rs rr

x xEI dx k
x x

ψ ψ∂ ∂
= Δ

∂ ∂∫                  (58) 

 

, 1, 2,3,...r s =  
 
เมื่อพิจารณาสมการที่ 66H(7) รวมกับวิธีการแยกตัวแปร (Separation of variables ) จะได   
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
0

2 2 2

2 2 20

( ) ( ) ( )
b p p

L

p p

T t J t J t J t m L t

xt t tx x dx m L L J
t t t x

θ θ θ θ

ψδ δ δρ ψ ψ

= + + + +

∂∂ ∂ ∂
+ +

∂ ∂ ∂ ∂∫
 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
2

0 2 0

( ) L

b p p p p

xtT t J J J m L t x x dx m L L J
t x

ψδθ ρ ψ ψ
∂⎛ ⎞∂

= + + + + + +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
∫  
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โดยที่กําหนดให  

( ) ( ) ( )
0

L

p p

x
x x dx m L L J

x
ψ

κ ρ ψ ψ
∂

= + +
∂∫  

 

 1.5  การสรางแบบจําลองปริภูมิสเตต 
 
        เนื่องจะระบบแขนกลชนิดยดืหยุนของเรามีมุมองศาอิสระและจํานวนลําดับของความถี่
ธรรมชาติเปนอนันต ดังนัน้เราสามารถเขียนสมการใหอยูในรูปของอนุกรมไดดังนี ้
 

1
( ) ( ) ( ) 0r r

r
T t J t tθ δ κ

∞

=

− − =∑                   (59) 

 

ระบบแขนกลชนิดยดืหยุนมจีํานวนองศาอสิระเปนอนันตสมการการเคลื่อนที่ที่เกิดขึ้นจะ
เปนลักษณะอนุกรมอนันตดงัสมการที่ 67H(59) ซ่ึงเปนไปไมไดที่จะทําการคํานวณ ดังนัน้เราจึงใชวิธีทํา
จํานวนที่เปนอนันต (Finite) มาเปนจํานวนที่จํากัด (Infinite) เพื่อทําใหระบบแขนกลชนิดยดืหยุนของเรา
สามารถทําการคํานวณได 
 
เรากําหนดคาเริ่มตนของระบบดังนี ้
 

0 0 00, ( ) ( ), 0x t t kψ δ θ= = =   
 

จากสมการ 68H(56) ( Orthonormality  condition) สามารถเขียนใหดานซายอยูในรูปของมวล
อยางเดยีวไดเปน 
 

0

( )( )( ) ( ) ( ) ( )
L

s r sr
r s p r s p rs

LLx x dx m L L J
x x J

ψ κ κψρ ψ ψ ψ ψ ∂∂
+ + = Δ +

∂ ∂∫             (60) 

 

จากสมการที ่ 69H(60) พลังงานจลนที่เกิดขึ้นกบัระบบแขนกลชนิดยืดหยุนสามารถเขียนไดดังนี ้
โดยพิจารณาจาก Orthonormality condition. 
 

1 1

( )( )1
2

N N
sr

rs
r s

ttT m
t t

δδ
= =

∂∂
=

∂ ∂∑∑                   (61) 

 

โดยที่ 00 0 0, r s rm J m m κ= = =  และ , 1, 2,...r s
rs rsm r s N

J
κ κ

= Δ + =  
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เมื่อพิจารณาสมการที่ 70H(58) จะสามารถเขียนสมการเพื่ออธิบายถึงพลังงานศักยและงานที่เกิด
ขึ้นกับระบบแขนกลชนิดยืดหยุนไดดังนี ้
 
สําหรับพลังงานศักยทีเ่กิดขึน้  พิจารณาจาก Orthogonality condition  
 

0 0

1 ( ) ( )
2

N N

r s rs rr
r s

V t t kδ δ
= =

= Δ∑∑                   (62) 

 

สําหรับงานที่เกิดขึ้น 
 

0

(0)( ) ( )
N

r
r

r
W T t t

x
ψ δ

=

∂
=

∂∑                   (63) 

 

ใชทฤษฎีของ Lagrange’s Method 
 Lagrange’s method เปนวิธีที่มีรากฐานมาจาก Hamilton’s principle และ  D’ Alembert’s 
principle ซ่ึงเปนวิธีที่ใชเร่ืองงานและพลังงานเขามาชวยในการพจิารณา เหมาะกับการใชในงานทีเ่ปน
ลักษณะระบบที่มีมุมองศาอิสระมากกวาหนึ่ง 
 
 Generalized coordinates เปน Set ของพิกดัตางๆที่เปนอสิระตอกัน โดยพิกดัเหลานีจ้ะมีจํานวน
เทากับองศาอสิระของระบบ และจะตองสามารถอธิบายถึงพฤติกรรมตางของระบบที่มีอยู ถา Generalized 
coordinate สําหรับระบบที่มอีงศาอิสระเปน n Generalized coordinate กต็องมี n คา 
 
สมการของ Lagrange สามารถเขียนไดเปน 
 

, 1, 2,3,...,i
i i i

d T T V Q i n
dt δ δ δ
⎛ ⎞∂ ∂ ∂

− + = =⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
                (64) 

 
โดยที่ iδ =Generalized coordinates 
 
จากสมการที่ 71H(61), 72H(62) และ 73H(63) 
 

0
i i

d T TM
dt

δ
δ δ

⎛ ⎞∂ ∂
= =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
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( ) 1, 2,3,...,i
i

V K Q fT t i nδ
δ
∂

= = =
∂

  
ดังนั้นเราสามารถสรางแบบจําลองทางคณติศาสตรไดดังนี้ 
 

{ } { } ( )M K fT tδ δ+ =                    (65) 

 
โดยที ่ 
 

1 2

11 2
1 11

2 1
112 22

1

1

1
0 0 0

0
0

, ,
0

0 0
0

N

N

N N
NN

N
N NN

J

m
J J

kmM K fJ

k
J

m
J

κ κ κ
κ κκ κκ

κ κκ

κ κ

κ κκ

−

⋅⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⋅ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⋅⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⋅ ⋅⋅ ⋅⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = = ⋅⎢ ⎥ ⎢ ⎥⋅ ⋅ ⋅ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⋅⎢ ⎥ ⎢ ⎥⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅⎢ ⎥ ⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥
⎢ ⎥⋅ ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦

 

         

 
โดยที่คา , ,rr rrk mκ และ ( )i xψ  สามารถหาไดตามภาคผนวก ข 
 
จากแบบจําลองทางคณิตศาสตรนี้สามารถทําเปนปริภูมิสเตตไดดังนี ้
กําหนดให 
 

1 1 2x x xδ δ= = =  
 

1 1
2 2 1[ ][ ] [ ][ ] ( )x x M K x M f T tδ δ − −= = = − +  

 
ดังนั้นปริภมูิสเตตสามารถเขียนไดเปน 
 

1 1

0 0
( )

[ ] 0
I

x x T t
M K M f− −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= +⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦

                 (66) 
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สําหรับความสัมพันธของมุมที่เปล่ียนแปลง (Output) เมื่อพิจารณาจากภาพที ่16 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
ภาพที่ 16  โครงสรางแขนกลชนิดยืดหยุน 

 
จากภาพที่ 16 ความสัมพันธของมุม ( , )x tα  สามารถเขียนไดเปน 
 

( , )( , ) ( ) arctan w x tx t t
x

α θ ⎛ ⎞= + ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
เนื่องจาก ( , )w x t มีคานอยเมื่อเทยีบกับคา x  และเราสามารถกําหนดไดวา x x≈  ดังนั้นจะได 
 

( , ) ( , ) ( , )arctan arctanw x t w x t w x t
x x x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞≈ ≈⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠  

 
ดังนั้น จากวิธีการแยกตัวแปร (Separation of variables) สามารถเขียนคามุมที่เปล่ียนแปลง (Output) ได
ดังนี ้
 

0

( )( , )( , ) ( ) ( )
N

r
r

r

xw t xt x t t
x x

ψα θ θ δ
=

= + = +∑                 (67) 

 

Payload

Hub

( , )w x t
x

0x

y

0y

( , )x tα
( )tθ

,p pJ m

x
x

0J

, , ,bJ E Iρ

P
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เมื่อเราสามารถเขียนในรูปปริภูมิสเตตแลวสามารถใชโปรมแกรม Matlab ทําการจําลองหาคา
มุมที่เปล่ียนแปลงไป (Output) ได ดงัในภาคผนวกที่ ค 
 
2.  การสรางแบบจําลองทางคณิตศาสตรดวยการประมาณ 
 
 2.1  Discrete system (Lumped – mass parameter systems) 
 
        ความสัมพันธของ Discrete system (Lumped – mass parameter systems)  ในระบบ 
Transverse  vibration of  strings  เราจะทําการ Discrete masses โดยพจิารณาไดดังนี ้
 

 
ภาพที่ 17  แสดงลักษณะการ Discrete masses บนคาน 

 
จากภาพนั้นเรากําหนดใหสวนตางๆของระบบประกอบไปดวยมวลขนาดเล็ก i ชิ้น โดยมวล

นั้นมีขนาดเบามาก  และระบบของเราโดนแรงจากภายนอกมากระทํา คือแรง F โดยแตละสวนของมวล
แตละชิ้นนั้นมรีะยะหางนอยๆเปน xΔ  และมีระยะหางจากแนวระดับเทากบั y 
 

ดังที่กลาวมานัน้เมื่อทําการพจิารณาแขนกลชนิดยดืหยุนเปนแบบ Discrete system และเปน
ลักษณะ Transverse vibration of string จะสามารถเขียนแผนภาพเมื่อเกิดการเคลื่อนที่ไดดังนี ้
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 2.2  การหาความถี่ธรรมชาติโดยวิธีการประมาณ 
 
        สมมติฐานของแขนกลชนิดยดืหยุนเมื่อสรางแบบจําลองทางคณิตศาสตรแบบประมาณ 
 
 1)  การเคลื่อนที่เกิดขึ้นตามแนวขวางเทานัน้ 
 2)  มุมที่เกิดขึน้จากสภาพยดืหยุนของแขนกลเปนมุมเล็กๆเทานั้น 
 3)  กําหนดให 1 2,m m และ 3m มีคุณสมบัติเปนอนภุาค 
 4)  ใหอนุภาคแตละกอนเชื่อมกันดวย Torsional spring ซ่ึงมีคานิจสปริงเปนเชิงเสนและไมคิด
น้ําหนกัของสปริง 
 5)  ใหอนุภาค 1 2,m m และ 3m  และสปริงเปน พารามิเตอรของระบบ 
 6)  กําหนดใหจุดหมนุและจดุที่ถูก Clamp (x=0) เปนจดุเดียวกัน 
 

เราสามารถหาความถี่ธรรมชาติของระบบไดโดยใหการเคลื่อนที่ของระบบของเราเปน
ลักษณะ Free Vibration คือไมมีแรงกระทําจากภายนอก นั่นหมายความวา ในสมการ Lagrange นัน้Q = 0 
จาก Equation of motion เราสามารถเขียนใหอยูในรูป Free vibration  ไดดังนี ้
 

0Mq Kq+ =                     (68) 
 
โดยที่สมมติใหผลเฉลยของสมการที่ 74H(68) จะอยูในรูปดังตอไปนี ้
 
( ) ( )q t PT t=  

 
โดยที่ P  เปนคาคงที่ และ T เปนฟงกช่ันที่ขึน้อยูกับตวัแปรของเวลา 
จากนั้นเราสามารถเขียนไดเปน 

 

[ ] ( ) [ ] ( ) 0m PT t k PT t+ =  
 

( )
( )

1 2

1

, 1,2,...,

n

ij j
j

n

ij j
j

k P
T t

i n
T t m P

ω=

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠− = = =
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑

∑
                (69) 

 

จากสมการที่ 75H(69) ได 



 
     47 

 

 

2( ) ( ) 0T t T tω+ =  
 

และ 
 

( )2

1
0, 1,2,...,

n

ij ij j
j

k m P i nω
=

− = =∑  

 

เมื่อเขียนใหอยูในรูปเมตรกิซไดเปน 
 
[ ] [ ]2 0k m Pω⎡ ⎤− =⎣ ⎦  

 
ผลเฉลยของ 2( ) ( ) 0T t T tω+ =   เปน 
 
( ) ( )1 cosT t C tω φ= +  

 
สวน [ ] [ ]2 0k m Pω⎡ ⎤− =⎣ ⎦  จะเหน็ไดวา 0P =  เปน Trivial solution ซ่ึงเราไมสนใจ  เราสนใจตรงที่  

[ ] [ ]2 0k mω− =  

 
ซ่ึงสมการดังขางตนเราสามารถหาคาของความถี่ธรรมชาติได โดยความถี่ธรรมชาติมีคาเทากับ ω  

 
สําหรับการหาความถี่ธรรมชาติของระบบแขนกลชนิดยืดหยุนทีพ่ิจารณาลักษณะเปนแบบ 

Discrete systems (Lumped parameter systems) นั้นสามารถเขียนโครงสรางของระบบไดดังภาพที่ 18 
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ภาพที่ 18  แสดงการเคลื่อนที่แบบอิสระเมื่อทําการพิจารณาระบบเปนแบบ Discrete system 
 
พิจารณาพลังงานจลนที่เกดิขึน้ สามารถเขียนไดดังนี ้
 

( ) ( ) ( )2 2 2
1 2 2 2 3 3 2 3 4

1 1 1
2 2 2

T m q m q q m q q q= + + + + +
    

(70) 

 
พิจารณาพลังงานศักยทีเ่กิดขึน้ สามารถเขียนไดดังนี ้
 

22 2

32 4
1 2 3

1 2 3

1 1 1
2 2 2

qq qU k k k
h h h

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + + ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠     
(71) 

 
เนื่องจากการเคลื่อนที่เปนการเคลื่อนที่แบบอิสระ หมายถึงจะไมมีแรงจากภายนอกมากระทําดังนั้น  
 

0iQ =  
 
จากนั้นใชสมการ Lagrange เขามาชวยในการสรางแบบจําลองในการเคลื่อนที่ 
 

1, 2,...,i
i i i

d T T U Q i n
dt q q q
⎛ ⎞∂ ∂ ∂

− + = =⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 

 
สวนแรก Generalized coordinate คือ 2q ดังนั้นจะได 
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2

0T
q
∂

=
∂

 

 

( ) ( ) ( )1 2 3 2 2 3 3 3 4
2

d T m m m q m m q m q
dt q
⎛ ⎞∂

= + + + + +⎜ ⎟∂⎝ ⎠
 

 

1
22

2 1

kU q
q h

⎛ ⎞∂
= ⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

 

 
จากสมการ Lagrange’s equation  เราสามารถเขียนสมการไดเปน 
 

( ) ( ) ( ) 1
1 2 3 2 2 3 3 3 4 22

1

0km m m q m m q m q q
h

⎛ ⎞
+ + + + + + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
                                   (72) 

 
สวนที่สอง Generalized coordinate คือ 3q ดังนั้นจะได 
 

3

0T
q
∂

=
∂

 

 

( ) ( ) ( )2 3 2 2 3 3 3 4
3

d T m m q m m q m q
dt q
⎛ ⎞∂

= + + + +⎜ ⎟∂⎝ ⎠
 

 

2
32

3 2

kU q
q h

⎛ ⎞∂
= ⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠  

 
จากสมการ Lagrange’s equation  เราสามารถเขียนสมการไดเปน 
 

( ) ( ) ( ) 2
2 3 2 2 3 3 3 4 32

2

0km m q m m q m q q
h

⎛ ⎞
+ + + + + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
     (73) 

 
สวนที่สาม Generalized coordinate คือ 4q ดังนั้นจะได 
 

4

0T
q
∂

=
∂
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( ) ( ) ( )3 2 3 3 3 4
4

d T m q m q m q
dt q
⎛ ⎞∂

= + +⎜ ⎟∂⎝ ⎠
 

 

3
42

4 3

kU q
q h

⎛ ⎞∂
= ⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

 

 
จากสมการ Lagrange’s equation  เราสามารถเขียนสมการใหไดเปน 
 

( ) ( ) ( ) 3
3 2 3 3 3 4 42

3

0km q m q m q q
h

⎛ ⎞
+ + + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
    (74) 

 
จากสมการ 76H(72), 77H(73) และ 78H(74) เปนดังนี ้
 

( ) ( ) ( ) 1
1 2 3 2 2 3 3 3 4 22

1

0km m m q m m q m q q
h

⎛ ⎞
+ + + + + + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 

( ) ( ) ( ) 2
2 3 2 2 3 3 3 4 32

2

0km m q m m q m q q
h

⎛ ⎞
+ + + + + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 

( ) ( ) ( ) 3
3 2 3 3 3 4 42

3

0km q m q m q q
h

⎛ ⎞
+ + + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 
จากนั้นเราสามารถเขียนใหอยูในรูปเมตรกิซได 
 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1
2

1

1 2 3 2 3 3 2 2
2

2 3 2 3 3 3 32
2

3 3 3 4 4

3
2
3

0 0

0 0 0

0 0

k
h

m m m m m m q q
km m m m m q q
h

m m m q q
k
h

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥+ + +⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥⎛ ⎞⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥+ + + =⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎝ ⎠⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

⎛ ⎞⎢ ⎥
⎜ ⎟⎢ ⎥
⎝ ⎠⎣ ⎦     

(75) 

 
ซ่ึงจะเหน็วาสมการที่ 79H(75) อยูในรูป [ ] [ ] 0M q K q+ =  เราจะสามารหาความถี่ธรรมชาติได

ทั้งหมดสามลําดับเนื่องจากระบบแขนกลของเรามีจะนวนองศาอิสระเทากับสาม  โดยใชโปรแกรม 
Matlab ในการหาคา ดังภาคผนวก ฉ 
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 2.3  การสรางแบบจําลองปริภูมิสเตต 
 

 
 

ภาพที่ 19  แสดงโครงแขนกลชนิดยืดหยุนเมื่อที่การพิจารณาแบบ Discrete system 
 
โดยที ่
q = Generalized coordinates 
k = คานิจของสปริงสามารถหาคาไดดังภาคผนวก ง 
m = น้ําหนักของมวลแตละเอลิเมนต 
h = ระยะหางของแตละเอลิเมนต 
J = Moment of  inertia 
T= Torque 

( , )x tα = มุมของแขนกลที่เปล่ียนแปลงไปเมื่อเทียบกับแกนอางอิง 0x และ 0y  
 

เมื่อพิจารณาระบบแขนกลชนิดยดืหยุนเปนแบบ Discrete system (Lumped – mass 
parameter systems)  เราจะสามารถสรางแบบจําลองทางคณิตศาสตรของการเคลื่อนที่ของระบบไดโดยใช
วิธีสมการของLagrange  ซ่ึงเปนวิธีที่มีรากฐานมาจาก Hamilton’s principle และ  D’ Alembert’s principle 
ซ่ึงเปนวิธีที่ใชเร่ืองงานและพลังงานเขามาชวยในการพจิารณา เหมาะกบัการใชในงานที่เปนลักษณะ
ระบบที่มีมุมองศาอิสระมากกวาหนึ่ง 
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Generalized coordinates เปนชุดขอมูลของพิกัดตางๆที่เปนอิสระตอกนั โดยพกิัดเหลานี้จะมี
จํานวนเทากับองศาอิสระของระบบ และจะตองสามารถอธิบายถึงพฤติกรรมตางๆ ของระบบที่มีอยู ถา 
Generalized coordinate สําหรับระบบที่มอีงศาอิสระเปน n Generalized coordinate ก็ตองมี n คา 
 
สมการของพลังงานจลน พลังงานศักย และแรงภายนอกที่เกิดขึ้นตอระบบแขนกลชนดิยืดหยุนมีดังนี้ 
 
พิจารณาพลังงานจลนที่เกดิขึน้ สามารถเขียนไดดังนี ้
 

( ) ( )

( )

2 2
1 1 1 2 2 1 2 1 2 3

2
3 1 2 3 1 2 3 4

1 1 ( )
2 2
1 ( )
2

T m h q q m h h q q q

m h h h q q q q

= + + + + +

+ + + + + +
   (76) 

 
พิจารณาพลังงานศักยที่ขึน้ สามารถเขียนไดดังนี ้
 

22 2

32 4
1 2 3

1 2 3

1 1 1
2 2 2

qq qU k k k
h h h

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + + ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
    (77) 

 
แรงจากภายนอกถูกกระทําโดยแรงบดิสามารถเขียนความสัมพันธไดดงันี้ 
 

1npdW Tdq=     (78) 
 
จาก Lagrange’s Equation 
 

1, 2,...,i
i i i

d T T U Q i n
dt q q q
⎛ ⎞∂ ∂ ∂

− + = =⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠  
 

จากการพจิารณาพลังงานจลน พลังงานศักยและแรงจากภายนอก สามารถเขียนในรปู 
Lagrange’s equation ไดดังตอไปนี ้
 
สําหรับ 1i =  เราจะได 
 

1

0T
q
∂

=
∂  
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( ) ( )( )

( )( )

1 1 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 3
1

3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 4

( )

( )

T m h h q q m h h h h q q q
q

m h h h h h h q q q q

∂
= + + + + + + +

∂

+ + + + + + +
 

 

( ) ( ) ( )

( )( )

1 1 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 3
1

3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 4

( )

( )

d T m h h q q m h h h h q q q
dt q

m h h h h h h q q q q

⎛ ⎞∂
= + + + + + + +⎜ ⎟∂⎝ ⎠

+ + + + + + +

 

 

1

0U
q
∂

=
∂  

 

1npdW Tdq=  
 

1Q T=  
 
ดังนั้น Lagrange’s Equation ในกรณีที่ i = 1 เราสามารถเขียนไดเปน 
 

 1
1 1 1

d T T U Q
dt q q q
⎛ ⎞∂ ∂ ∂

− + =⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 

 ( ) ( )( )
( )( )

1 1 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 3

3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 4

( )

( )

m h h q q m h h h h q q q
T

m h h h h h h q q q q

+ + + + + + +⎡ ⎤
=⎢ ⎥

+ + + + + + +⎢ ⎥⎣ ⎦
                   (79) 

 
สําหรับ  i=2 เราจะได 
 

2

0T
q
∂

=
∂

 

 

( ) ( ) ( )1 1 1 2 2 1 2 1 2 3 3 1 2 3 1 2 3 4
2

( ) ( )T m h q q m h h q q q m h h h q q q q
q
∂

= + + + + + + + + + + +
∂

 

 

( ) ( ) ( )1 1 1 2 2 1 2 1 2 3 3 1 2 3 1 2 3 4
2

( ) ( )d T m h q q m h h q q q m h h h q q q q
dt q
⎛ ⎞∂

= + + + + + + + + + + +⎜ ⎟∂⎝ ⎠
 

 
2

1 2
2 1

qU k
q h

⎛ ⎞∂
= ⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠
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2 0Q =  
 
ดังนั้น Lagrange’s equation ในกรณีที ่i = 2 เราสามารถเขียนไดเปน 
 

2
2 2 2

d T T U Q
dt q q q
⎛ ⎞∂ ∂ ∂

− + =⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 

 
( ) ( )

( )

1 1 1 2 2 1 2 1 2 3

2
3 1 2 3 1 2 3 4 1 2

1

( )
0

( )

m h q q m h h q q q

qm h h h q q q q k
h

+ + + + + +⎡ ⎤
⎢ ⎥

=⎛ ⎞⎢ ⎥+ + + + + + ⎜ ⎟⎢ ⎥
⎝ ⎠⎣ ⎦

               (80) 

 
สําหรับ i=3 เราจะได 
 

3

0T
q
∂

=
∂

 

 

( ) ( )2 1 2 1 2 3 3 1 2 3 1 2 3 4
3

( ) ( )T m h h q q q m h h h q q q q
q
∂

= + + + + + + + + +
∂

 

 

( ) ( )2 1 2 1 2 3 3 1 2 3 1 2 3 4
3

( ) ( )d T m h h q q q m h h h q q q q
dt q
⎛ ⎞∂

= + + + + + + + + +⎜ ⎟∂⎝ ⎠
 

 
3

2 2
3 2

qU k
q h

⎛ ⎞∂
= ⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

 

 

3 0Q =  
 
ดังนั้น Lagrange’s equation ในกรณีที่ i = 3 เราสามารถเขียนไดเปน 
 

3
3 3 3

d T T U Q
dt q q q
⎛ ⎞∂ ∂ ∂

− + =⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 

 

( ) ( ) 3
2 1 2 1 2 3 3 1 2 3 1 2 3 4 2 2

2

( ) ( ) 0qm h h q q q m h h h q q q q k
h

⎛ ⎞
+ + + + + + + + + + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
            (81) 
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สําหรับ  i=4 เราจะได 
 

4

0T
q
∂

=
∂

 

 

( )3 1 2 3 1 2 3 4
4

( )T m h h h q q q q
q
∂

= + + + + +
∂

 

 

( )3 1 2 3 1 2 3 4
4

( )d T m h h h q q q q
dt q
⎛ ⎞∂

= + + + + +⎜ ⎟∂⎝ ⎠
 

 

4
3 2

4 3

qU k
q h

⎛ ⎞∂
= ⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

 

 

4 0Q =  
 
ดังนั้น Lagrange’s equation ในกรณีที่ i = 4 เราสามารถเขียนไดเปน 
 

4
4 4 4

d T T U Q
dt q q q
⎛ ⎞∂ ∂ ∂

− + =⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 

 

( ) 4
3 1 2 3 1 2 3 4 3 2

3

( ) 0qm h h h q q q q k
h

⎛ ⎞
+ + + + + + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
               (82) 

 
สมการของมวลแตละกอนทีไ่ดจากสมการ Lagrange’s equation และ Generalized 

coordinate ทั้ง 4  คือสมการที่ 80H(79), 81H(80), 82H(81) และ 83H(82) สามารถเขียนสมการไดเปน 
 

( ) ( )( )
( )( )

1 1 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 3

3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 4

( )

( )

m h h q q m h h h h q q q
T

m h h h h h h q q q q

+ + + + + + +⎡ ⎤
=⎢ ⎥

+ + + + + + +⎢ ⎥⎣ ⎦
 

 
( ) ( )

( )

1 1 1 2 2 1 2 1 2 3

2
3 1 2 3 1 2 3 4 1 2

1

( )
0

( )

m h q q m h h q q q

qm h h h q q q q k
h

+ + + + + +⎡ ⎤
⎢ ⎥

=⎛ ⎞⎢ ⎥+ + + + + + ⎜ ⎟⎢ ⎥
⎝ ⎠⎣ ⎦
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( ) ( ) 3
2 1 2 1 2 3 3 1 2 3 1 2 3 4 2 2

2

( ) ( ) 0qm h h q q q m h h h q q q q k
h

⎛ ⎞
+ + + + + + + + + + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

( ) 4
3 1 2 3 1 2 3 4 3 2

3

( ) 0qm h h h q q q q k
h

⎛ ⎞
+ + + + + + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 
จัดเรียงสมการใหมได 
 
( ) ( )
( ) ( )

2 2 2
1 1 2 1 2 3 1 2 3 1 1 1 2 1 2 3 1 2 3 2

2 1 2 3 1 2 3 3 3 1 2 3 4

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

m h m h h m h h h q m h m h h m h h h q
T

m h h m h h h q m h h h q

⎡ ⎤+ + + + + + + + + + + +
⎢ ⎥ =
⎢ ⎥+ + + + + + +⎣ ⎦  
 
( ) ( )

( ) ( )

1 1 2 1 2 3 1 2 3 1 1 2 3 2

1
2 3 3 3 4 22

1

( ) ( )
0

m h m h h m h h h q m m m q

km m q m q q
h

+ + + + + + + + +⎡ ⎤
⎢ ⎥

=⎛ ⎞⎢ ⎥+ + + ⎜ ⎟⎢ ⎥
⎝ ⎠⎣ ⎦

 

 

( ) ( ) ( ) ( ) 2
2 1 2 3 1 2 3 1 2 3 2 2 3 3 3 4 32

2

( ) ( ) 0km h h m h h h q m m q m m q m q q
h

⎛ ⎞
+ + + + + + + + + + =⎜ ⎟

⎝ ⎠  
 

3
3 1 2 3 1 3 2 3 3 3 4 42

3

( ) 0km h h h q m q m q m q q
h

⎛ ⎞
+ + + + + + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 
สามารถเขียนในรูป Matrix ไดเปน 
 

( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2
1 1 2 1 2 1 1 2 1 2 2 1 2

2 1 2 32
3 1 3 1 2 33 1 2 3

1 1 2 1 2
1 2 3 2 3 3

3 1 2 3

2 1 2
2 3 2 3 3

3 1 2 3

2 1 2

( ) ( ) ( )
( )

3 ( )( )

( )
( )

( )
( )
(

m h m h h m h m h h m h h
m h h h

m h m h h hm h h h

m h m h h
m m m m m m

m h h h

m h h
m m m m m

m h h h
m h h

⎛ ⎞+ + + + + + + +⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ + ++ + ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

+ + +⎛ ⎞
+ + +⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

+ +⎛ ⎞
+ +⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

+( )

1

2

3

4

3 3 3 3

1
12

1
2

2
2 3
2

4
3
2
3

)

0 0 0 0

0 0 0
0

0 0 0 0
0

0 0 0

q
q
q
q

h m m m

k q T
h

q
k

q
h

q
k
h

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥

⎡ ⎤⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎣ ⎦⎢ ⎥

⎢ ⎥
⎢ ⎥+⎣ ⎦
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦  

                                              (83) 



 
     57 

 

 

จากสมการ 84H(83) เราสามารถเขียนใหอยูในรูปสมการเมตริกซไดดังนี ้
 

{ } { }M q K q Q+ =                    (84) 
 
โดยที ่
 

( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2
1 1 2 1 2 1 1 2 1 2 2 1 2

2 1 2 32
3 1 3 1 2 33 1 2 3

1 1 2 1 2
1 2 3 2 3 3

3 1 2 3

2 1 2
2 3 2 3 3

3 1 2 3

2 1

( ) ( ) ( )
( )

3 ( )( )

( )
( )

( )
( )
(

m h m h h m h m h h m h h
m h h h

m h m h h hm h h h

m h m h h
m m m m m m

M m h h h

m h h
m m m m m

m h h h
m h

⎛ ⎞+ + + + + + + +⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ + ++ + ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

+ + +⎛ ⎞
+ + +⎜ ⎟= + +⎝ ⎠

+ +⎛ ⎞
+ +⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

+( )2 3 3 3 3)h h m m m

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥+⎣ ⎦

 
 

1
2

1

2
2
2

3
2
3

0 0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

k
h

K k
h

k
h

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

  ,    

1
0

( )
0
0

Q T t

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦  

 
จากนั้นสามารถจัดรูปใหอยูในรูปปริภูมิสเตตไดโดย 
กําหนดให 
 
 1x q=  
 

2x q=  
 

[ ]1 1
1q M K x M Q− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤= +⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

 
ได  
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1 2x x=  
 

[ ] [ ]1 1
2 1x M K x M K Q− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

 

[ ]
1 1

1 1
2 2

0 0

0

Ix x
Q

M K Mx x− −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎧ ⎫ ⎧ ⎫
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(85) 
 
โดยที ่
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ดังนั้นสามารถเขียนเมตรกิซของปริภูมิสเตตไดดังนี ้
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             (86) 

 
มุมที่เปล่ียนแปลงไปของแขนกลชนิดยืดหยุนคือ 
 

32 4
1

1 2 3

qq qq
h h h

α = + + +
 

 
เขียนใหอยูในรูปของเมตริกซไดดังนี้
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               (87) 

 
สมการที่ 85H(86) และ 86H(87) แสดงปริภูมิสเตตของระบบแขนกลชนิดยดืหยุนที่ไดจากวิธีการ

ประมาณ (Lumped – parameter system) โดยในการสรางแบบจําลองทีว่ิธีการเกดิจากการประมาณนั้น
แสดงที่ภาคผนวก จ สวนคาตางๆเปนดังนี ้
 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

0.16 , 0.24

8.14 N.m/rad, k 3.99 N.m/rad

0.03762 , 0.09917

h h m h m

k k

m m kg m kg

= = =

= = =

= = =
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3.  การสรางระบบแขนกลชนิดยดืหยุน 
 
 3.1  โครงสรางของแขนกลชนิดยดืหยุน 
 

 
 

ภาพที่ 20  ชุดทองลองแขนกลชนิดยดืหยุน 
  
        โครงสรางทําจากอะลูมิเนียมแผนและกลม ติดตั้ง มอเตอรกระแสตรง ซ่ึงมีอัตราทด 1:64 ใน
สวนปลายดานบนตอกับฐานของแขนกลที่ทําจากไมบรรทัดเหล็กยาว 60 เซนติเมตร สวนปลายดานลาง
เชื่อมขอตอออนกับ Encoder ซ่ึงมีความละเอียด 360 P/R  ดังภาพที่ 20 
 
 3.2  Strain gauge 
 

ความเครียดตามแนวแกน (Axial Strain or Nominal Strain) หมายถึง อัตราของความยาวที่
เปล่ียนแปลงไปอันเนื่องมาจากมีแรงมากระทําตอความยาวเดิม 
 

 
 

ภาพที่ 21  แสดงความเครียดตามแนวแกน 
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L
L

ε Δ
=                      (88) 

 
ε    คือ ความเครียด (m./m.) 

LΔ คือ ความยาวที่เปล่ียนแปลงไปอาจเพิ่มขึ้นหรือลดลง (m.) 
 L    คือ ความยาวเดิม (m.) 
 

โดยที่ ε  เปนคาบวกเมื่อ Strain gauge ไดรับแรงดึง (Tensile) และเปนคาลบเมื่อ Strain 
gauge ไดรับแรงกด (Compressive) แมวาคา  ε  เปนคาที่ไมมีหนวย (Dimensionless) แตบางครั้งก็นิยมใช
หนวยเปน  in./in.หรือ mm/mm ในทางปฏิบัติแลวคาที่วัดไดจาก Strain gauge เปนคาขนาดเล็กมากจนคา
จะออกมาในรปู  Micro strain (με ) หรือ e x 10-6 
 
Strain gauge  คือ อุปกรณทีค่วามตานทานของตัวมันเปลีย่นแปลงเมื่อถูกทําใหยืดหรือหด หรือทําใหเกิด
ความเครียด ดงันั้น Strain gauge จึงเปนอุปกรณที่นยิมใชสําหรับวัดความเครียดมากทีสุ่ด คุณลักษณะ
ตางๆ ที่ควรจะพิจารณาในการตัดสินใจเลอืกใช  Strain gauge ในงานเฉพาะอยาง มดีังนี ้
 
 1)  คาคงตัวเปรียบเทียบ (Calibration constant) ของ Strain gauge ควรจะเสถียร ไมควร
เปล่ียนแปลงตามเวลา อุณหภูมิ หรือตัวประกอบแวดลอมอื่นๆ 
 2)  Strain gauge ควรจะสามารถวัดความเครียด (Strain) ดวยความแมนยาํ 

1 / ( / )in in m mμ μ±  ในชวงความเครียดขนาดใหญ (หรือความผิดพลาด 10 %± ) 
 3)  ขนาด Strain gauge ควรจะเล็กเพื่อวาความเครียดจะถูกประมาณดวยความผิดพลาดเล็กนอย 
 4)  การตอบสนองของ Strain gauge ซ่ึงถูกควบคุมดวยความเฉื่อยของตัวเกจ ควรเพยีงพอที่จะ
บันทึกความเครียดพลวัต (Dynamics strains)  
 5)  ระบบเกจควรมีทั้งแบบทีอ่านคา ณ ที่ตําแหนงตดิตั้ง และอานระยะไกล 
เอาตพุตจาก Strain gauge ในระหวางชวงการอานคา ควรเปนอิสระกับอุณหภูมิ และพารามิเตอรแวดลอม
อ่ืนๆ 
 6)  เกจและอุปกรณชวย ทั้งคูควรมีราคาถูกเพื่อใชประโยชนไดอยางกวางขวาง 
 7)  Strain gauge ควรติดตั้งและใชงานงาย 
 8)  Strain gauge ควรจะตอบสนองเปนแบบเชิงเสนตอความเครียดในชวงกวาง 
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ภาพที่ 22  ลักษณะของ Strain gauge 
 
ภาพที่ 22 Strain gauge แบบกัดขึ้นรอยแผนโลหะบาง (Etched-foil strain gages) 
ความไวของโลหะตัวนําตอความเครียดเปนไปตามสมการ 
 

(1 2 )A
a a

ddR
RS v

ρ
ρ

ε ε
= = + +                   (89) 

 

AS คือ คาของความไว 

aε คือ ความเครียดตามแนวแกน 
R คือ ความตานทาน 
ρ คือ คาความตานทานจําเพาะ 
v คือ คาอัตราสวน Poison 
 

อาจทําการวดัความเครียดดวยลวดยาวตรง ถาทําการตรวจวัดการเปลีย่นแปลงความตานทาน 
เมื่อลวดถูกกระทําใหเกิดความเครียด อยางไรก็ตามวงจรที่ตองการใชวัด dR มีแหลงจายไฟกําลัง ซ่ึงถูก
จํากัดกระแส และกําลังสูญเสียของเกจเองก็ถูกจํากดั ดวยเหตนุี ้Strain gauge สวนใหญจึงถูกสรางมาใหมี
ความตานทานเทากับ 120 โอหม หรือมากกวา ดวยความตานทานที่สูงสวนมากแลว Strain gauge ไม
สามารถที่จะทําไดในลกัษณะที่เปนลวดยาวตรงเพราะจะทําไหเกจยาวเกินไป 
 

Strain gage เกดิขึ้นเมื่อป 1936 เกจทําจากเสนลวดที่มีเสนผานศูนยกลางเล็กมากมีรูปรางเปน
ตาราง หลังจากป 1950 เกจสวนใหญทําจาก Ultra-thin metal foil โดยใชกระบวนการ   โฟโต-เอตชิง 
กระบวนการนี้สามารถจะทําเกจในลักษณะใดก็ได โดยเกจจะมีขนาดเล็กมาก เกจมาตรฐานที่มีใชอยูใน
ปจจุบันมีความตานทาน 120 โอหม  350 โอหม และ 1000 โอหม    เกจแผนโลหะบางทําจาก Constantan, 
Karmar หรือ Isoelastic alloys 
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Strain gauge ที่มีลักษณะนี้จะบอบบาง เปราะและฉกีขาดไดงาย เพื่อเปนการหลีกเหล่ียง
ปญหาดังกลาว ฟลมโลหะจงึถูกผนึกไวกบัแผนพลาสติกบางกอนเขากระบวนการโฟโตเอตชิง แผน
พลาสติกบางจะทําหนาทีเ่ปนวัสดุรองรับ ตัวรองรับจะมีเครื่องหมายเสนกึ่งกลางของความยาวและความ
กวางของเกจ เพื่อความสะดวกในการติดตัง้ และทําหนาที่เปนฉนวนไฟฟา ระหวาง Strain gauge กับวัสดุ
ตัวอยางทีน่ํา Strain gauge ไปติดตั้ง 
 

Strain gage ที่ใชงานกนัอยูทัว่ๆ ไปนั้นจะใช Polyimide plastic ที่มีความเหนยีวและยดืหยุน
เปนวัสดุรอรับ สําหรับการใช Strain gauge เปนทรานสดิวเซอร ซ่ึงความถูกตองแมนยําและความเปนเชิง
เสนมีความสําคัญมาก จะใชอีพอกซีเปนตวัรองรับ  
 

สําหรับการใชงานที่อุณหภูมสูิงมากๆ เกจทีส่ามารถถอดตัวรองรับออกไดก็มีใช ตวัรองรับจะ
ถูกถอดออกระหวางการติดตั้งเกจ ตวัยดึเซรามิกจะถูกใชเพื่อรักษารูปรางของ Strain gauge และเปน
ฉนวนระหวางเกจกับวัสดุตวัอยางที่ติดเกจ 
 
 3.3  วงจรวีทสโตน บริดจ (Half Bridge) 
 

 เนื่องจากคาความเครียดทีเ่กดิขึ้นจริงมีคานอยมาก ดังนั้นจึงตองมีการตอ Strain gauge  กับ
วงจรวีทสโตน บริดจ (Wheatstone bridge) ซ่ึงจะใหเอาตพุตเปนแรงดันไฟฟา ระหวาง 1-10 

/V microunit of strainμ โดยลักษณะของวงจรแสดงดังภาพที่ 23 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพที่ 23  ลักษณะวงจรวิทสโตนบริดจ 
 

1 2 3, ,R R R และ 4R คือ ความตานทาน 

EXV คือ แรงดันไฟฟาสําหรับเล้ียงวงจรวีทสโตน บริดจ 

oV  คือ แรงดันไฟฟาจากวงจรวทีสโตน บริดจ 

4R1R

3R2R

EXV
0V

− +
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ดังนั้นแรงดันที่วัดไดเปนดังนี้ 
 

3 2
0

3 4 1 2
EX

R RV V
R R R R
⎡ ⎤

= −⎢ ⎥+ +⎣ ⎦
                  (90) 

  
ในการตอวงจรเริ่มแรก จะกาํหนดใหความตานทาน 1 2R R= และ 3 4R R= เพื่อใหวงจร

สมดุลและอานคาแรงดันทีไ่ดเทากับศูนย ถาหากเราเปลีย่นคา 4R เปน Strain gauge และสมมุติให   Strain 
gauge มีการเปลี่ยนแปลงความตานทานเนื่องจากมีแรงมากกระทําเปน RΔ จะไดวา  
 

( )( )GR R GF εΔ =                    (91) 
 
GF คือ Gauge Factor 

RΔ  คือ ความตานทานของ Strain gauge ที่เล่ียนแปลงไป 

GR   คือ คาความตานทานของ Strain gauge มีคาเทากับ 3R ขณะที่ 1 2R R= เมื่อแทนคาทั้งหมดลงใน
สมการจะไดอัตราสวนแรงดนัไฟฟาดงันี ้
 

0 ( )( ) 1
4 1 ( )

2
EX

V GF
V GF

ε
ε

⎡ ⎤
⎢ ⎥

= − ⎢ ⎥
⎢ ⎥+
⎣ ⎦

                 (92) 

 

GR R+ Δ
1R

3R2R

EXV
0V

− +

 
 

ภาพที่ 24  วงจรวิทสโตนบริดจที่มีลักษณะ Quarter bridge 
 

ถาหากเราติดตัง้ Strain gauge ลงบนบริเวณที่มีการเปลี่ยนแปลงความเครียดเทากนัแตมีทิศ
ทางตรงขามกัน จะทําใหแรงดันไฟฟาที่ไดเพิ่มจากการติดตั้ง Strain gauge แบบตัวเดียวประมาณ 2 เทา ถา
ทําการติดตั้ง Strain gauge กบัคานยื่นโดยดานบนของคานติดตั้ง Strain gauge ที่ใชแทนความตานทาน 
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4R ของวงจร สวน Strain gauge อีกตัวติดดานลางของคานและใชแทนความตานทาน 3R ของวงจร เราจะ
เรียกการตอวงจรแบบนีว้า Half Bridge โดยมีสมการของแรงดันไฟฟาคือ  
 

0 ( )( )
2EX

V GF
V

ε
= −                    (93) 

 

GR R+ Δ
1R

GR R−Δ2R

EXV
0V

− +

 
 

ภาพที่ 25  วงจรวิทสโตนบริดจที่มีลักษณะ Half  bridge 
 

ถาหากทําการติดตั้ง Strain gauge คลายๆ กับแบบ Half bridge แตติดดานละ 2 ตัว ดังภาพที่ 
26 โดยให 1R อยูดานเดยีวกับ 3R และ 2R อยูดานเดยีวกับ 4R จะทําใหไดแรงดนัไฟฟาเพิ่มเปน 2 เทาจาก
แบบ Half bridge ดังสมการ 
 

0 ( )( )
EX

V GF
V

ε= −                    (94) 

 

GR R+ Δ
GR R+ Δ

GR R−ΔGR R−Δ

EXV
0V

− +

 
 

ภาพที่ 26  วงจรวิทสโตนบริดจที่มีลักษณะ Full  bridge 
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ถึงแมวาการตอวงจร Strain gauge แบบ Full Bridge circuit จะทําใหไดแรงดันออกมาสูงสุด 
และเปนการชดเชยอณุหภูมไิปดวย แตแรงดันไฟฟาที่ไดนั้นกย็ังนอยเกินไป ไมเพียงพอตอการนําไปใช
งาน จึงจําเปนตองมีการใชตวัขยายสัญญาณ (Amplifier) รวมกับ Bridge Circuit ดวย 
 

ใช Strain gauge ในการตรวจวัดตําแหนงตางๆ ของแขนกล (ภาคผนวก ซ) ดังแสดงในภาพที่ 
27  ซ่ึงใช Strain gauge จาก Tokyo Sokki Kenkyujo ชนิด FLA-5-11 มีความตานทาน 120 โอหม ขนาด 5 
มิลลิเมตร มี Gauge factor เทากับ 2.11 โดยเราจะใชวงจรวีทสโตน บริดจ ชนิด Haft bridge  ทําการติดตั้ง
บนไมบรรทัดเหล็กทั้งหมด 3 จุด 
 

 
 

ภาพที่ 27  แสดงการติดตั้ง Strain gaugeแบบ Half  bridge กับแขนกลชนิดยดืหยุน 
 
การติดตั้ง Strain gauge มีขั้นตอนดังนี ้
 
 1)  ทําความสะอาดแขนกลที่เปนไมบรรทัดเหล็กดวยอาซิโตน(Acetone)ใหปราศจาก ความชื้น 
เศษผงโลหะ ฝุนและสี  
 2)  ทําการกําหนดตําแหนงทีจ่ะวาง Strain gauge ฝงดานหนาและดานหลังของไมบรรทัดใหได
ตําแหนงตรงกนั  
 3)  ติดตั้ง Strain gauge ดวยกาวชนิดทีก่ําหนดไวคือ NP-50 ซ่ึงชวยใหมีอายุการใชงานยาวถึงหนึ่ง
ลานรอบการทํางาน โดยเมื่อทากาวแลวใชนิ้วหวัแมมือกดประมาณ 2 นาที เพื่อไลฟองอากาศจากนั้นกาว
จะแหง จากนัน้สามารถหุม Strain gage ดวยซิลิโคน ซ่ึงจะทําหนาที่ปองกันความชืน้และสิ่งสกปรก 
 4)  ตรวจสอบการติดตั้งดวยสายตา การติดตั้งที่สมบูรณจาํเปนอยางยิ่งเพื่อใหไดผลที่นาเชื่อถือ 
การมีฟองอากาศหรือมีฝุนอยูระหวาง Strain gauge จะทาํใหประสิทธภิาพลดลง 
 5)  ทดสอบเบือ้งตนโดยการวัดคาความตานทานที่เปล่ียนแปลงเมื่อช้ินงานเกดิการดัดงอ     
 
 3.4  สรางวงจรขยายสัญญาณ 
 
         Operational amplifier หรือเรียกสั้นๆ วาออปแอมป  เปนอุปกรณอิเล็กทรอนิกสที่มี
โครงสรางภายในเปนวงจรทีซั่บซอน  ประกอบไปดวย  ตัวตานทาน  ทรานซิสเตอร  ตัวเก็บประจุ  และ
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ไดโอดเปนจํานวนมาก ประโยชนของออปแอมปนั้นสวนใหญจะใชขยายสัญญาณในชวง  Low  voltage 
โดยวงจรในการใชขยายสัญญาณก็มีหลายชนิดขึ้นอยูกับการใชงาน 
 

 
 

ภาพที่ 28 แสดงแผนภาพของ Single  operational amplifier 
 

เนื่องจากคาแรงดันไฟฟาที่ไดจาก Half bridge มีคาต่ํามากระดับ mV จึงอาศัยการขยาย
สัญญาณจากวงจร Instrumentation amplifier ดังแสดงในภาพที่ 29  ซ่ึงในวงจร Instrumentation amplifier 
จะใชออปแอมปชนิด Single operational amplifier 3 ตัว เบอร CA 3140 (4.5MHz,BiMos Operational 
amplifier with MOSFET Input/Bipolar output) จาก Intersil ใชไฟเลี้ยง ± 15 โวลต โดยวงจร 
Instrumentation amplifier จะทําหนาที่ขยายสัญญาณจากวงจรวีทสโตนบริดจ ที่ไดตดิตั้ง Strain gauge 
เอาไว โดยในการทดลองนี้จะตองทําวงจร Instrumentation amplifier 3 วงจร เนื่องจากเราติดตั้ง Strain 
gauge สําหรับวัดตําแหนงของแขนกล 3 จุด  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพที่ 29  แสดง Single operational amplifier เบอร CA3140 และวงจรขยายสัญญาณ 
                            Instrumentation amplifier 
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โดยในการสรางแผงวงจรขยายสัญญาณนัน้ตัวแผงวงจรจะใชแผงไขปลาจากนั้นทําการ
บัดกรี ตามวงจร Instrumentation amplifier จํานวน 3 ชุดวงจร สายไฟที่ใชเปนสายเงนิขนาด 0.5 
มิลลิเมตร เนื่องจากสามารถนําไฟฟาไดดี โดยตัวตานทานที่ใชเปนตวัตานทานที่มีคณุภาพมีความ
คลาดเคลื่อนเพียง ± 1% ตัวตานทานที่ใชมดีงันี้ 
R1= 100kΩ  R2= 50KΩ  R3= 100kΩ  Rgain= 2kΩ  
 

 

ภาพที่ 30  แสดงวงจรขยายสัญญาณและวงจรวิทสโตนบริดจทั้งสามชุด 
 
โดยอัตราการขยายสัญญาณสามารถคํานวณไดดังนี ้
 

31

2 1 2

2(1 )OUT

gain

V RR
V V R R

= +
−

                  (95) 

 
ในการทดลองตองการกําลังขยายประมาณ 202 เทาจึงไดออกแบบใหมคีาความตานทาน

ดังตอไปนี ้
 
 R1= 100kΩ , R2= 50KΩ , R3= 100kΩ , Rgain= 2kΩ     
  
4.  วิธีการทําการทดลองจริงกับแขนกลชนดิยืดหยุน 
 
 4.1  หาความสมัพันธระหวางแรงบิดของมอเตอรกับแรงดันไฟฟาที่จายใหกับมอเตอร 
 

การสรางสมการเพื่อคํานวนหาแรงบิดของมอเตอรโดยในที่นี้ตองการหาความสัมพนัธ
ระหวางแรงบดิของมอเตอรและแรงดนัไฟฟาที่จายใหกับมอเตอร 
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mT J θ=                     (96) 
 
T AV Bθ= −                     (97) 
 
โดยที่  
T = แรงบิดที่เกดิขึน้จากมอเตอร (N.m) 
V =แรงดันไฟฟาที่จายใหกับมอเตอร (Volt) 

mJ =โมเมนตความเฉื่อยของแกนมอเตอรรวมกบัจาน (Coupling) สําหรับเชือ่มตอกับฐาน(Hub) 
,A B = คาคงที่ 

 
จากสมการที่ 87H(96) และ 88H(97) เราสามารถเขียนความสัมพันธใหมไดเปน 
 

mJ BV
A A
θ θ= +                    (98) 

 

ทําการหาคา mJ
A

และ B
A

 ดวยวิธี Linear least square ดังภาคผนวก ช 

 

จะได 0.006, 0.5583, 0.876mJ B norm
A A

= = =  

 
เมื่อ 5 22.15 10 .mJ x kg m−=  
 
ดังนั้นจะได  

3

3

3.587 10
1.75 10

A x
B x

−

−

=

=
 

 
จากสมการที่ 89H(97) เราสามารถเขียนความสมัพันธระหวางแรงบิดและแรงดันไฟฟาทีจ่ายใหกับมอเตอรได
ดังนี ้
 

3 33.587 10 1.75 10T x V x θ− −= −                  (99) 
 

จากสมการที่ 90H(99) เราสามารถหาแรงบิด (Input) ของระบบไดเนื่องจากแรงดันไฟฟา ( )V คือ 
Sine Wave ที่เราสรางขึ้นมา สวน θ  คืออนุพันธของมุมที่เปล่ียนแปลงไปเมื่อเทียบกับเวลา 
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สวนคามุมที่จดุปลายที่เปล่ียนแปลงไปนัน้เราสามารถวัดคาไดจาก Strain gauge และ 
Encoder  โดยที่การปรับเทียบ Strain gauge จะแสดงไวในภาคผนวก ซ 
 

4.2  การหาความถี่ธรรมชาติจากการทดลองจริงมีขั้นตอนดังนี ้
 
        ติดตั้งอุปกรณในการตรวจจับความเร็วเชิงมุม (Rate gyro) ติดที่บริเวณปลายของแขนกลชนิด
ยืดหยุน  ดังภาพที่ 31 
 

 
 

ภาพที่ 31  แสดงการติดตั้งอปุกรณตรวจจบัความเร็วเชิงมุม 
 
 1)  สัญญาณที่ไดจะสงเขาการดควบคุมของ Labview ซ่ึงสัญญาณที่ไดนั้นจะเปนสัญญาณ
แบบตอเนื่อง (Analog signal) 
 2)  ปลอยใหระบบเคลื่อนทีแ่บบอิสระ  จากนั้นใชโปรแกรม Labview ในการเก็บคา อัตราเร็วที่
วัดได  โดยอยูในรูปของ Text file 
 3)  จากนัน้นําคาอัตราเร็วที่เก็บไดในรูป Text  file  เปนขอมูลจากนั้นใชโปรแกรม Matlab ในการ
หาความถี่ธรรมชาติ  โดยใชวิธี Fast  Fourier Transform (FFT) ดังภาคผนวก ฌ 
 
5.  คาคุณสมบตัิตางๆที่ใชในการทดลอง 
 
ความยาวของแขนกล ( ) 0.56L m=  
คาโมดูลัสความยืดหยุนของแขนกล 11 2( ) 2.1 10 .E x N m−=  
โมเมนตความเฉื่อยอันเนื่องมาจากพื้นทีห่นาตัดของคาน 11 4( ) 1.67 10I x m−=  
ความหนาแนนเชิงเสนของแขนกลชนิดยดืหยุน ( ) 0.25 /kg mρ =  
น้ําหนกัของมวลที่ปลายของแขนกลชนิดยดืหยุน ( ) 0.09917pm kg=  
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โมเมนตความเฉื่อยที่เกิดจากแกนมอเตอรรวมกับฐาน 5 2
0( ) 17.55 10 .J x kg m−=  

โมเมนตความเฉื่อยที่เกิดจากมวล pm ที่ติดที่ปลาย 2( ) 0.012 .pJ kg m=  
โมเมนตความเฉื่อยที่เกิดจากมวลของแขนกลชนิดยดืหยุน 2( ) 0.013122 .bJ kg m=  
 
6.  สถานที่ในการทําการทดลอง 
 
 ทําการทดลอง ณ หองปฏิบัตกิารควบคุมหุนยนตและการสั่นสะเทือน (CRV Lab) ภาควิชา
วิศวกรรมเครื่องกล คณะวิศวกรรมศาสตร มหาวิทยาลัยเกษตรศาสตร กรุงเทพ 
 
7.  ระยะเวลาในการทํางาน 
 
 กันยายน พ.ศ. 2550 – สิงหาคม พ.ศ. 2551  
 รวมระยะเวลาทั้งสิ้น 12 เดือน 
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ผลและวิจารณ 
 

ผล 
 

1.  ความถี่ธรรมชาติที่ไดจากการทดลองจริงสามารถแสดงไดดังภาพที่ 32 ใหแขนกลชนิด
ยืดหยุนเคลื่อนที่แบบอิสระเกบ็คาอัตราเร็วเชิงมุมจาก Rate Gyro  จากนัน้นํามาวเิคราะหกับ Fast Furrier 
Transform จะสามารถเห็นลําดับของความถี่ธรรมชาติไดหาลําดับดังภาพที่ 32   
 

 
 
ภาพที ่32  แสดงลําดับของความถี่ธรรมชาติจากการทดลองจริงโดยเก็บคาความเร็วเชงิมุมจาก Rate gyro  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Mode 1 Mode 2

Mode 5

Mode 4 

Mode 3 
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ตารางที่ 1  ตารางเปรียบเทียบคาความถี่ธรรมชาติระหวางแบบจําลองทางคณิตศาสตรแบบเมนตรง  
แบบจําลองทางคณิตศาสตรแบบประมาณและคาความถีธ่รรมชาติที่ไดจากการทดลองจริง 
(Hz.)  

 
ลําดับของความถี่

ธรรมชาติ 
แบบจําลองแบบแมน

ตรง 
แบบจําลองแบบ

ประมาณ 
การทดลองจริง 

1 1.43 3.40 1.75 
2 5.73 10.85 4.93 
3 16.87 23.55 13.53 
4 34.21 - 39.79 
5 75.60 - 79.90 

 
 

ตารางที่ 2  ตารางเปอรเซ็นตความผิดพลาดของคาความถี่ธรรมชาติของแบบจําลองแบบแมนตรงและแบบ
ประมาณ เมื่อเปรียบเทียบกบัผลการทดลองจริง 

  

ลําดับ 

ความถี่ธรรมชาติ 

เปอรเซ็นตความผิดพลาดของ
แบบจําลองแบบแมนตรงเมือ่เทียบ

กับการทดลองจริง 

เปอรเซ็นตความผิดพลาด
ของแบบจําลองแบบ

ประมาณเมื่อเทียบกับการ
ทดลองจริง 

1. 18.29% 94.29% 
2. 16.23% 119.47% 
3. 24.69% 74.06% 
4. 14.02% - 
5. 5.38% - 
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2.  ผลการทดลองจากการพจิารณาตําแหนงการเคลื่อนที่ที่จุดปลายของแขนกลชนิดยดืหยุนของ
แบบจําลองทางคณิตศาสตรแบบแมนตรง  แบบจําลองทางคณิตศาสตรแบบประมาณและจากการทดลอง
จริง โดยใชโปรแกรม Matlab แสดงในภาคผนวก ค และ จ 

 
 
ภาพที่ 33  แสดงผลการทดลองเมื่อทําการเปรียบเทียบระหวางแบบจําลองแบบเมนตรง  แบบจําลองแบบ

ประมาณและการทดลองจริง 
 
 นอกจากนี้เมื่อทําการหาคาเฉลี่ยกําลังสองของความคลาดเคลื่อนของมุมการเคลื่อนที่ที่จุดปลาย
ของแขนกลชนิดยดืหยุนระหวางแบบจําลองทางคณิตศาสตรแบบแมนตรงกับการทดลองจริงมีคา 0.1726 

และแบบจําลองทางคณิตศาสตรแบบประมาณกับการทดลองจริงมีคา 0.6899 จากภาพที่ 33 ความคลาด
เคลื่อนที่เกิดขึน้สามารถนําผลความคลาดเคลื่อนนี้มาเขียนแสดงไดดังภาพที่ 74 
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ภาพที่ 34  แสดงความคลาดเคลื่อนระหวางแบบจําลองทางคณิตศาสตรแบบแมนตรงกับผลการทดลอง 

                   จริงและความคลาดเคลื่อนระหวางแบบจําลองทางคณิตศาสตรแบบประมาณกับผลการทดลอง 

                   จริง 
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วิจารณ 
 

1.  คาความถี่ธรรมชาติที่ไดจากการทดลองจริงดังภาพที่ 32 เราพบลําดับความถี่ธรรมชาติที่
ปรากฏขึ้น มีทั้งหมด 5 ลําดับนับวาดีมากในระดับหนึ่ง  แตในความเปนจริงจะตองมีมากกวานั้น ที่เปน
เชนนี้เนื่องมาจากในการทดลองนั้นเราปลอยใหระบบเคลื่อนที่แบบอิสระและในการเคลื่อนที่นี้ความถี่ที่
เกิดขึ้นและตรงกับความถี่ธรรมชาติมีทั้งหมด 5 ความถี ่
 

2.  จากตารางผลการทดลองที่ 1 และ 2 จะเห็นไดวาแบบจําลองทางคณติศาสตรแบบแมนตรงมี
เปอรเซ็นตความผิดพลาดนอยกวาแบบจําลองทางคณิตศาสตรแบบประมาณเมื่อเปรียบเทียบกับการ
ทดลองจริง  โดยแบบจําลองทางคณิตศาสตรแบบประมาณมีความคลาดเคลื่อนจากการทดลองจริงถึงสอง
เทา 
 

3.  จากภาพที่ 33 เปนผลการทดลองเมื่อพิจารณาตําแหนงการเคลื่อนที่ที่จุดปลายของแขนกลชนิด
ยืดหยุนจะเห็นวาชวง 5 วินาทีแรกแบบจําลองทางคณิตศาสตรแบบแมนตรงและแบบประมาณมคีวาม
ถูกตอง แตหลังจากนั้นจะเหน็ไดวาแบบจาํลองทางคณิตศาสตรแบบแมนตรงมีความถูกตองมากกวาได
อยางชัดเจน 
 

4.  Amplitude การเคลื่อนที่ ที่ไดจากแบบจําลองทางคณติศาสตรทั้งแบบแมนตรงและแบบ
ประมาณนัน้มคีานอยกวาการทดลองจริง 
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สรุปและขอเสนอแนะ 
 

สรุป 
 

1.  ผลการหาความถี่ธรรมชาติจากการทดลองจริงโดยใช Rate gyro เก็บคาความเร็วเชงิมุมของ
แขนกลในขณะที่แขนกลชนดิยืดหยุนเคลื่อนที่แบบอิสระ เมื่อใช Fast Furrier Transform สรางกราฟ จะ
ปรากฏลําดับความถี่ธรรมชาติที่เห็นไดจัดเจนทั้งหมด 5 ลําดับดังภาพที่ 32 นั่นหมายความวาในขณะ
เคลื่อนที่ ความถี่ในการเคลื่อนที่ที่ตรงกับคาความถี่ธรรมชาติมีทั้งหมด 5 ความถี ่
 

2.  เมื่อทําการเปรียบเทียบความถูกตองในแตละลําดับความถี่ธรรมชาตินั้น  จากผลการทดลองใน
ตารางที่ 1 และ 2 จะเห็นไดอยางชัดเจนวาคาความถี่ธรรมชาติที่ไดจากแบบจําลองทางคณิตศาสตรแบบ
แมนตรงมีความแมนยําและสอดคลองกับคาที่ไดจากการทดลองจริงมากกวาคาความถี่ธรรมชาติที่ไดจาก
แบบจําลองทางคณิตศาสตรแบบประมาณ โดยดูจากเปอรเซ็นตความผิดพลาดที่เทียบกับการทดลองจริง  
 

3.  จากภาพที่ 33 เมื่อใชโปรแกรม Matlab ทําการจําลองการเคลื่อนที่  ที่ตําแหนงปลายของแขน
กลชนิดยดืหยุน จากนัน้ทําการเปรียบเทียบระหวางแบบจาํลองทางคณิตศาสตรแบบแมนตรง  แบบจําลอง
ทางคณิตศาสตรแบบประมาณ และผลที่ไดจากการทดลองจริง  จะเหน็วาชวง 5 วินาทีแรก แบบจาํลอง
แบบทางคณิตศาสตรแบบแมนตรงและแบบประมาณมคีวามถูกตอง แตหลังจากนัน้จะเห็นไดวา
แบบจําลองทางคณิตศาสตรแบบแมนตรงมีความถูกตองและสอดคลองกับการทดลองจริงมากกวา
แบบจําลองทางคณิตศาสตรที่ไดจากการประมาณ แต Amplitude ของแบบจําลองทั้งสองมีคานอยกวาผล
จากการทดลองจริง 
 

4.  จากคาเฉลี่ยกําลังสองของความคลาดเคลื่อนของมุมการเคลื่อนที่ที่จุดปลายของแขนกลชนิด
ยืดหยุน ปรากฏวา คาจากแบบจําลองทางคณิตศาสตรแบบแมนตรงกับการทดลองจริงมีความคลาดเคลื่อน
นอยกวาคาจากแบบจําลองทางคณิตศาสตรแบบประมาณกับการทดลองจริง 
 

5.  ทั้งผลของความถี่ธรรมชาติและการเคลือ่นที่ที่จุดปลายของแขนกลชนิดยดืหยุน ปรากฏวา
แบบจําลองทางคณิตศาสตรแบบแมนตรงมีความถูกตองมากกวาแบบจาํลองทางคณิตศาสตรแบบ
ประมาณ เมื่อทําการเทียบกบัการทดลองจริงในทุกๆกรณี ที่เปนเชนนีเ้นื่องจากแบบจําลองทาง
คณิตศาสตรแบบประมาณ กําหนดมุมองศาอิสระไมมากพอเนื่องจากความจํากดัของความยาวของแขนกล
และจํานวน Strain gauge ที่ตองใช 
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ขอเสนอแนะ 
 

1.  แขนกลชนดิยืดหยุนที่ใชในการทดลอง ถาความยาว ยาวมากๆ จะสามารถเห็นการเคลื่อนที่ได
ชัดเจน 
 

2.  ควรติดตั้ง Strain gauge  เพิ่ม เนื่องจากในการสรางแบบจําลองทางคณิตศาสตรแบบประมาณ 
การกําหนดมมุองศาอิสระขึ้นอยูกับตําแหนงและการติดตั้ง Strain gauge เมื่อมุมองศาอิสระมากขึ้นความ
แมนยําในแบบจําลองทางคณิตศาสตรแบบประมาณจะมีคามากขึ้นดวย
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ภาคผนวก ก 
โปรแกรม Matlab สําหรับหาลําดับของความถี่ธรรมชาติของแบบจําลองแบบแมนตรง 
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โปรแกรม Matlab สําหรับหาลําดับของความถี่ธรรมชาติของแบบจําลองแบบแมนตรง 
 
clear 
close all 
clc 
  
d = 1; %interval between sampling 
N = 500; %total number of points 
L=0.56; 
m=0.09917; 
p=0.25; 
Jp=0.012; 
J0=1.755*10^-4; 
Jb=0.013122; 
E=2.1*10^(11); 
I=1.67*10^(-11); 
J=(J0+Jb+Jp+m*L^2); 
  
for i=1:N 
    w(i) = i*d; 
     
    x=(p*w(i)^2/E/I)^(1/4); 
     
  
A(i)=p/x/m*cosh(x*L)+sinh(x*L); 
B(i)=p/x/m*sinh(x*L)+cosh(x*L)-p/x/m*sin(x*L)-cos(x*L); 
C(i)=-p/x/m*cos(x*L)+sin(x*L); 
  
D(i)=p/x^2/Jp*sinh(x*L)-x*cosh(x*L); 
Y(i)=p/x^2/Jp*cosh(x*L)-x*sinh(x*L)+p/x^2/Jp*cos(x*L)-x*sin(x*L); 
F(i)=-p/x^2/Jp*sin(x*L)-x*cos(x*L); 
  
G(i)=p*L/J0/x*cosh(x*L)-p/J0/x^2*sinh(x*L)+m*L/J0*sinh(x*L)+... 
    Jp*x/J0*cosh(x*L)+x; 
H(i)=p*L/J0/x*sinh(x*L)-p/J0/x^2*cosh(x*L)+p/J0/x^2+m*L/J0*cosh(x*L)+... 
    Jp*x/J0*sinh(x*L)-p*L/J0/x*sin(x*L)-p/J0/x^2*cos(x*L)+p/J0/x^2-... 
    m*L/J0*cos(x*L)-Jp*x/J0*sin(x*L); 
Z(i)=-
p*L/J0/x*cos(x*L)+p/J0/x^2*sin(x*L)+m*L/J0*sin(x*L)+Jp*x/J0*cos(x*L)+x; 
  
Q(i)=G(i)+(F(i)*A(i)-C(i)*D(i))/(C(i)*Y(i)-F(i)*B(i))*H(i)+... 
    (Y(i)*A(i)-B(i)*D(i))/(B(i)*F(i)-Y(i)*C(i))*Z(i); 
end 
  
 plot(w,Q) 
 xlabel('Natural fequency(rad)') 
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ภาคผนวก ข 
โปรแกรม Matlab สําหรับหาคาคงที่ของผลเฉลยสําหรับแบบจําลองแบบแมนตรง 
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โปรแกรม Matlab สําหรับหาคาคงที่ของผลเฉลยสําหรับแบบจําลองแบบแมนตรง 
 
clear 
close all 
clc 
  
L=0.54; 
m=0.09917; 
p=0.25; 
Jp=0.012; 
J0=1.755*10^-4; 
Jb=0.013122; 
E=2.1*10^(11); 
I=1.67*10^(-11); 
J=(J0+Jb+Jp+m*L^2) 
  
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%5 
 w=215; 
 x=(p*w^2/E/I)^(1/4); 
     
  %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%repare 
  A=p/x/m*cosh(x*L)+sinh(x*L); 
  B=p/x/m*sinh(x*L)+cosh(x*L)-p/x/m*sin(x*L)-cos(x*L); 
  C=-p/x/m*cos(x*L)+sin(x*L); 
  
  D=p/x^2/Jp*sinh(x*L)-x*cosh(x*L); 
  Y=p/x^2/Jp*cosh(x*L)-x*sinh(x*L)+p/x^2/Jp*cos(x*L)-x*sin(x*L); 
  F=-p/x^2/Jp*sin(x*L)-x*cos(x*L); 
  
  G=p*L/J0/x*cosh(x*L)-... 
p/J0/x^2*sinh(x*L)+m*L/J0*sinh(x*L)+Jp*x/J0*cosh(x*L)+x; 
  H=p*L/J0/x*sinh(x*L)-... 
p/J0/x^2*cosh(x*L)+p/J0/x^2+m*L/J0*cosh(x*L)+... 
Jp*x/J0*sinh(x*L)-p*L/J0/x*sin(x*L)-p/J0/x^2*cos(x*L)+p/J0/x^2-... 
m*L/J0*cos(x*L)-Jp*x/J0*sin(x*L); 
  Z=-p*L/J0/x*cos(x*L)+p/J0/x^2*sin(x*L)+m*L/J0*sin(x*L)+ ... 
Jp*x/J0*cos(x*L)+x; 
  %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

 
A1=(F*A-C*D)/(C*E-F*B); 
A2=(E*A-B*D)/(B*F-E*C); 
A3=(F*A-C*D)/(C*E-F*B); 

 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

 
j=0:0.01:0.54; 
sol=p*(sinh(x*j)+A1*cosh(x*j)+A2*sin(x*j)-A3*cos(x*j)+... 
    1/J0*((p*L/x*cosh(x*L)- ... 
p/x^2*sinh(x*L)+m*L*sinh(x*L)+Jp*x*cosh(x*L))+... 
    A1*(p*L/x*sinh(x*L)- ... 
p/x^2*cosh(x*L)+p/x^2+m*L*cosh(x*L)+Jp*x*sinh(x*L))+... 
   A2*(-p*L/x*cos(x*L)+p/x^2*sin(x*L)+m*L*sin(x*L)+Jp*x*cos(x*L))-... 
    A3*(p*L/x*sin(x*L)+p/x^2*cos(x*L)- ... 
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p/x^2+m*L*cos(x*L)+Jp*x*sin(x*L)))*j)^2 
V1=trapz(j,sol); 
V2=m*(sinh(x*L)+A1*cosh(x*L)+A2*sin(x*L)-A3*cos(x*L)+... 
    1/J0*((p*L/x*cosh(x*L)-
p/x^2*sinh(x*L)+m*L*sinh(x*L)+Jp*x*cosh(x*L))+... 
    A1*(p*L/x*sinh(x*L)- ... 
p/x^2*cosh(x*L)+p/x^2+m*L*cosh(x*L)+Jp*x*sinh(x*L))+... 
   A2*(-p*L/x*cos(x*L)+p/x^2*sin(x*L)+m*L*sin(x*L)+Jp*x*cos(x*L))-... 
    A3*(p*L/x*sin(x*L)+p/x^2*cos(x*L)- ... 
p/x^2+m*L*cos(x*L)+Jp*x*sin(x*L)))*L)^2; 
V3=Jp*(x*cosh(x*L)+A1*x*sinh(x*L)+A2*x*cos(x*L)+A3*x*sin(x*L)+... 
    1/J0*((p*L/x*cosh(x*L)- ... 
p/x^2*sinh(x*L)+m*L*sinh(x*L)+Jp*x*cosh(x*L))+... 
    A1*(p*L/x*sinh(x*L)- ... 
p/x^2*cosh(x*L)+p/x^2+m*L*cosh(x*L)+Jp*x*sinh(x*L))+... 
   A2*(-p*L/x*cos(x*L)+p/x^2*sin(x*L)+m*L*sin(x*L)+Jp*x*cos(x*L))-... 
    A3*(p*L/x*sin(x*L)+p/x^2*cos(x*L)- ... 
p/x^2+m*L*cos(x*L)+Jp*x*sin(x*L))))^2; 

 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

 
k=0:0.01:0.54; 
solu=p*k.*(sinh(x*k)+A1*cosh(x*k)+A2*sin(x*k)-A3*cos(x*k)+... 
    1/J0*((p*L/x*cosh(x*L)- ... 
p/x^2*sinh(x*L)+m*L*sinh(x*L)+Jp*x*cosh(x*L))+... 
    A1*(p*L/x*sinh(x*L)- ... 
p/x^2*cosh(x*L)+p/x^2+m*L*cosh(x*L)+Jp*x*sinh(x*L))+... 
   A2*(-p*L/x*cos(x*L)+p/x^2*sin(x*L)+m*L*sin(x*L)+Jp*x*cos(x*L))-... 
    A3*(p*L/x*sin(x*L)+p/x^2*cos(x*L)- ... 
p/x^2+m*L*cos(x*L)+Jp*x*sin(x*L)))*k); 
u1=trapz(k,solu); 
  
u2=m*L*(sinh(x*L)+A1*cosh(x*L)+A2*sin(x*L)-A3*cos(x*L)+... 
    1/J0*((p*L/x*cosh(x*L)- ... 
p/x^2*sinh(x*L)+m*L*sinh(x*L)+Jp*x*cosh(x*L))+... 
    A1*(p*L/x*sinh(x*L)- ... 
p/x^2*cosh(x*L)+p/x^2+m*L*cosh(x*L)+Jp*x*sinh(x*L))+... 
   A2*(-p*L/x*cos(x*L)+p/x^2*sin(x*L)+m*L*sin(x*L)+Jp*x*cos(x*L))-... 
    A3*(p*L/x*sin(x*L)+p/x^2*cos(x*L)- ... 
p/x^2+m*L*cos(x*L)+Jp*x*sin(x*L)))*L); 
  
u3=Jp*(x*cosh(x*L)+A1*x*sinh(x*L)+A2*x*cos(x*L)+A3*x*sin(x*L)+... 
    1/J0*((p*L/x*cosh(x*L)- ... 
p/x^2*sinh(x*L)+m*L*sinh(x*L)+Jp*x*cosh(x*L))+... 
    A1*(p*L/x*sinh(x*L)- ... 
p/x^2*cosh(x*L)+p/x^2+m*L*cosh(x*L)+Jp*x*sinh(x*L))+... 
   A2*(-p*L/x*cos(x*L)+p/x^2*sin(x*L)+m*L*sin(x*L)+Jp*x*cos(x*L))-... 
    A3*(p*L/x*sin(x*L)+p/x^2*cos(x*L)- ... 
p/x^2+m*L*cos(x*L)+Jp*x*sin(x*L)))); 
  
 
 

 
u=u1+u2+u3; 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
V4=u^2/J; 
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%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

 
C1=(1/(V1+V2+V3-V4))^0.5; 
C2=C1*(F*A-C*D)/(C*E-F*B); 
C3=C1*(E*A-B*D)/(B*F-E*C); 
C4=-C2; 
C5=C1/J0*((p*L/x*cosh(x*L)- ... 
p/x^2*sinh(x*L)+m*L*sinh(x*L)+Jp*x*cosh(x*L))+... 
    A1*(p*L/x*sinh(x*L)- ... 
p/x^2*cosh(x*L)+p/x^2+m*L*cosh(x*L)+Jp*x*sinh(x*L))+... 
   A2*(-p*L/x*cos(x*L)+p/x^2*sin(x*L)+m*L*sin(x*L)+Jp*x*cos(x*L))-... 
    A3*(p*L/x*sin(x*L)+p/x^2*cos(x*L)- ... 
p/x^2+m*L*cos(x*L)+Jp*x*sin(x*L))); 

 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

 
ui=C1*u 
mi=1+ui^2/J 

 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

 
q=0:0.01:0.54; 
k=C1*x^2*sinh(x*q)+C2*x^2*cosh(x*q)-C3*x^2*cos(x*q)-C4*x^2*cos(x*q); 
ki=E*I*trapz(q,k) 

 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

 
sioutput=(C1*sinh(x*L)+C2*cosh(x*L)+C3*sin(x*L)+C4*cos(x*L)+C5*L)/L 
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ภาคผนวก ค 
โปรแกรม Matlab สําหรับแสดงตําแหนงที่ปลายแขนกลชนิดยืดหยุนที่เปล่ียนแปลงไป 

สําหรับแบบจาํลองแบบแมนตรง 
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โปรแกรม Matlab สําหรับแสดงตําแหนงที่ปลายแขนกลชนิดยืดหยุนที่เปล่ียนแปลงไป 
สําหรับแบบจาํลองแบบแมนตรง 
 
clear all 
clc 
  
By=[0.056 -0.0025 -0.0037 -0.0032;... 
    -0.0025 1.001 1.64e-4 1.42e-4;... 
    -0.0037 1.64e-4 1.002 2.1e-4;... 
    -0.0032 1.42e-4 2.14e-4 1.002]; 
  
  
K=[0 0 0 0;0 3290 0 0;0 0 72203 0;0 0 0 74330];     
 
Binv=inv(By)  
 
BK=-Binv*K 
 
f=[1;0;0;0] 
Binvxf=Binv*f 
  
A=... 
    [0 0 0 0 1 0 0 0;0 0 0 0 0 1 0 0;0 0 0 0 0 0 1 0; ... 
    0 0 0 0 0 0 0 1;... 
    0 -146.74 -4762.19 -4239.73 0 0 0 0;... 
    0 -3287.08 -0.0849 -0.0635 0 0 0 0;... 
    0 -0.0039 -72076.47 -0.1058 0 0 0 0;... 
    0 -0.0028 0.185 -74195.18 0 0 0 0] 
  
    B=[0;0;0;0;17.8668;0.0446;0.066;0.057] 
  
   C=[1,1.8207,2.4292,2.0567,0,0,0,0]   
   D=0 
  
sys=ss(A,B,C,D) 
  
u= load('D:\Doing\Data\Text_file\openloop\opentorque.txt'); 
Alpha=pi/180*load... 
    ('D:\Doing\Data\Text_file\openloop\openalpha(deg).txt'); 
  
%sampling time  
ts=0.025; 
t=0:ts:40.0; 
  
y=lsim(ss(A,B,C,D),u,t)  
plot(t,y,t,Alpha) 
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ภาคผนวก ง 
แสดงการหาคานิจสปริง 
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แสดงการหาคานิจสปริง 
 

 
 

ภาพผนวกที ่ง1   แสดงแขนกลชนิดยดืหยุน 

 
 

ตางรางผนวกที่ ง1  แสดงคานิจสปริงที่ตําแหนง h1และ h2 ( h1=h2 =0.16 m. ) 
 

Angle (degree) Angle (rad) Force (kg) Force (N) Moment(N.m) k(N.m/rad) 

5 0.0873 0.4 3.924 0.6278 7.19 
10 0.1745 0.95 9.3195 1.4911 8.54 
15 0.2618 1.45 14.2245 2.2759 8.69 

    Average 8.14 
 
ตางรางผนวกที่ ง2  แสดงคานิจสปริงที่ตําแหนง h3 ( h3= 0.24 m.) 
 

Angle (degree) Angle (rad) Force (kg) Force (N) Moment(N.m) k(N.m/rad) 

5 0.0873 0.1 0.981 0.2354 2.7 
10 0.1745 0.3 2.943 0.7063 4.05 
15 0.2618 0.5 4.905 1.1772 4.5 
20 0.3491 0.7 6.867 1.64808 4.72 

    Average 3.99 
 

 
 

 
 

M3 M2 M1 

h3 h1 h2 
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ภาพผนวกที่ ง2  แสดงวิธีการหาคานิจสปริง 
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ภาคผนวก จ 
โปรแกรม Matlab สําหรับแสดงตําแหนงที่ปลายแขนกลชนิดยืดหยุนที่เปล่ียนแปลงไป 

สําหรับแบบจาํลองแบบประมาณ 
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โปรแกรม Matlab สําหรับแสดงตําแหนงที่ปลายแขนกลชนิดยืดหยุนที่เปล่ียนแปลงไป 
สําหรับแบบจาํลองแบบประมาณ 

 
clear all 
clc 
  
%form equation (86) and (87) in state space system 
%h1=h2=0.16m,h3=0.24m 
%k1=k2=8.14 N.m/rad,k3=3.99 N.m/rad 
%m1=m2=0.03726 kg, m3=0.09917 kg 
  
A=[0 0 0 0 1 0 0 0;... 
    0 0 0 0 0 1 0 0;... 
    0 0 0 0 0 0 1 0;... 
    0 0 0 0 0 0 0 1;... 
    0 6150 41367 -8573 0 0 0 0;... 
    0 -9436 1833 1372 0 0 0 0;... 
    0 7468 -23523 3213 0 0 0 0;... 
    0 -1476 -1476 -482 0 0 0 0]; 
  
B=[0;0;0;0;120.88;-19.34;-19.34;-29.012] 
  
h1=0.16;h2=0.16;h3=0.24; 
  
C=[1,1/h1,1/h2,1/h3,0,0,0,0]; 
  
D=0; 
  
  
sys=ss(A,B,C,D) 
  
ts=0.025; 
t=0:ts:40.025; 
 
u= load('D:\Doing\Data\Text_file\torque(new).txt'); 
 
y=lsim(ss(A,B,C,D),u,t) 
 
plot(t,y,t,u); 
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ภาคผนวก ฉ 
โปรแกรม Matlab สําหรับหาลําดับของความถี่ธรรมชาติของแบบจําลองแบบประมาณ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 



 
     97 

 

 

โปรแกรม Matlab สําหรับหาลําดับของความถี่ธรรมชาติของแบบจําลองแบบแมนตรง 
 
clear 
close all 
clc 
% Eigen value problem 
  
m1=0.03762;m2=0.03762;m3=0.09917; 
k1=8.14;k2=8.14;k3=3.99; 
h1=0.16;h2=0.16;h3=0.24; 
  
M=[m1+m2+m3 m2+m3 m3;m2+m3 m2+m3 m3;m3 m3 m3]; 
K=[k1/h1^2 0 0;0 k2/h2^2 0;0 0 k3/h3^2]; 
  
[D,V]=eig(K,M) 
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ภาคผนวก ช 
โปรแกรม Matlab สําหรับหาคาคงที่สมการอนุพันธโดยวิธี Linear least-square 
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โปรแกรม Matlab สําหรับหาคาคงที่สมการอนุพันธโดยวิธี linear least-square 
 
clear 
close all 
  
%load data 
V = -0.15+load('C:\bird\Voltage4.txt'); 
theta = pi/180*load('C:\bird\thata_Encoder4.txt'); 
  
ts = 0.1; %sampling period 
thetad = diff(theta)/ts; 
thetadd = diff(thetad)/ts; 
  
figure(1), 
subplot(221),plot(theta) 
subplot(222),plot(thetad) 
subplot(223),plot(thetadd) 
subplot(224),plot(V) 
%perform linear least-square 
[x,resnorm] = lsqlin([thetadd, thetad(1:length(thetadd)),... 
    theta(1:length(thetadd))], V(1:length(thetadd)),... 
    [],[],[],[],[0;0;0],[+inf;+inf;+inf]) 
  
%simulate 
t = 0:ts:(length(V)-1)*ts; 
thetam = lsim(tf(1,[x(1),x(2),x(3)]),V,t,0); 
figure(2),plot(t,theta),hold on,plot(t,thetam,'r'),hold off 

 

 
 

ภาพผนวกที่ ช1  แสดงแบบจําลองเมื่อใชวิธี  Linear least-square 
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ภาคผนวก ซ 
แสดงวิธีการปรับเทียบ Strain gauge และการหาตําแหนงที่จุดปลายของแขนกลชนิดยดืหยุน 
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การปรับเทียบ Strain gauge 
 
หาความสัมพนัธระหวางคาแรงดัน( 0VΔ ) กับตําแหนง( SΔ )ที่เปล่ียนแปลงไป 
 

 
 

ภาพผนวกที่ ซ1  แสดงการกําหนดตําแหนงตางๆของมวลและคานจิสปริง 
 
 

 
 

ภาพผนวกที่ ซ2  แสดงวิธีการปรับเทียบหาความสัมพันธระหวางแรงดันไฟฟาและตําแหนง 
 
 
 
 
 

 
 

M3 M2 M1 

K3 K1 K2 



 
     102 

 

 

มวล M1 ความสัมพันธระหวางคาแรงดัน( 0VΔ )กับตําแหนง( SΔ )เปนดังนี ้
 
ตารางผนวกที่ ซ1  แสดงความสัมพันธระหวางคาแรงดนั( 0VΔ )กับตําแหนง( SΔ )ที่มวล M1 

 

ตําแหนง (cm.) แรงดันไฟฟา (Volt) 
2.5 1.03 
2.0 1.10 
1.5 1.20 
1.0 1.31 
0.5 1.46 
0 1.58 

-0.5 1.66 
-1.0 1.78 
-1.5 1.90 
-2.0 2.00 
-2.5 2.10 

 
สมการความสัมพันธที่ไดคือ 0 0.2216 1.5564V S= − +  เมื่อ 0V y= และ S x=  

 

y = -0.2216x + 1.5564
R² = 0.9977

0

0.5

1

1.5

2

2.5

-4 -2 0 2 4

Strain gauge ตัวที ่1

Strain gauge ตัวท่ี 1

เชิงเสน (Strain gauge 
ตัวท่ี 1)

 
 
ภาพผนวกที่ ซ3  แสดงความสัมพันธระหวางแรงดนัไฟฟาและตําแหนงของ Strain gauge ตัวที่ 1 
 

y 

x 
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มวล M2 ความสัมพันธระหวางคาแรงดัน( 0VΔ )กับตําแหนง( SΔ )เปนดังนี ้
 
ตารางผนวกที่ ซ2  แสดงความสัมพันธระหวางคาแรงดนั( 0VΔ )กับตําแหนง( SΔ )ที่มวล M2 

 

ตําแหนง (cm.) แรงดันไฟฟา (Volt) 
4.0 0.76 
3.5 0.82 
3.0 0.93 
2.5 1.06 
2.0 1.17 
1.5 1.30 
1.0 1.41 
0.5 1.53 
0 1.67 

-0.5 1.76 
-1.0 1.87 
-1.5 1.99 
-2.0 2.09 
-2.5 2.21 
-3.0 2.31 
-3.5 2.42 
-4.0 2.5 

 
สมการความสัมพันธที่ไดคือ 0 0.2257 1.6353V S= − +  

 
เมื่อ 0V y= และ S x=  
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y = -0.2257x + 1.6353
R² = 0.9989

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

-6 -4 -2 0 2 4 6

Strain gauge ตัวที ่2

Strain gauge ตัวท่ี 2

เชิงเสน (Strain gauge 
ตัวท่ี 2)

 
 

ภาพผนวกที่ ซ4  แสดงความสัมพันธระหวางแรงดนัไฟฟาและตําแหนงของ Strain gauge ตัวที่ 2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

y 

x 
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มวล M3 ความสัมพันธระหวางคาแรงดัน( 0VΔ )กับตําแหนง( SΔ )เปนดังนี ้
 
ตารางผนวกที่ ซ3  แสดงความสัมพันธระหวางคาแรงดนั( 0VΔ )กับตําแหนง( SΔ )ที่มวล M3 

 

ตําแหนง (cm.) แรงดันไฟฟา (Volt) 
4.0 -1.70 
3.5 -1.80 
3.0 -1.89 
2.5 -1.99 
2.0 -2.07 
1.5 -2.15 
1.0 -2.24 
0.5 -2.32 
0 -2.42 

-0.5 -2.51 
-1.0 -2.58 
-1.5 -2.56 
-2.0 -2.72 
-2.5 -2.80 
-3.0 -2.84 
-3.5 -2.91 
-4.0 -2.98 

 
สมการความสัมพันธที่ไดคือ 0 0.1591 2.3812V S= −  

 
เมื่อ 0V y= และ S x=  
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y = 0.1591x - 2.3812
R² = 0.9938

-3.5

-3

-2.5

-2

-1.5

-1

-0.5

0
-6 -4 -2 0 2 4 6

Strain gauge ตัวที ่3

Strain gauge ตัวท่ี 3

เชิงเสน (Strain gauge 
ตัวท่ี 3)

 
 

ภาพผนวกที ่ซ5  แสดงความสัมพันธระหวางแรงดนัไฟฟาและตําแหนงของ Strain gauge ตัวที่ 3 
 
 Strain gauge มีหนาที่ในการวัดตําแหนงของมวลที่ปลายขณะที่มวลเคลื่อนที่โดย Strain gauge แต
ละตัวจะมีความสัมพันธระหวาง 0V (Volt)กับ 1 2,S S และ 3S (Meter) ดังสมการดังตอไปนี ้
 

Strain gauge ตัวที่ 1     
30

1
1.5564 10

0.2216
VS −−⎛ ⎞= ×⎜ ⎟−⎝ ⎠  

 

Strain gauge ตัวที่ 2  
30

2
1.6353 10

0.2257
VS −−⎛ ⎞= ×⎜ ⎟−⎝ ⎠  

 

Strain gauge ตัวที่ 3  
30

3
2.3812 10

0.1591
VS −+⎛ ⎞= ×⎜ ⎟
⎝ ⎠  

 

x 

y 
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ภาพผนวกที่ ซ6  แสดงแผนภาพการคํานวณมุมที่ปลายเมื่อแขนกลเกดิการเปลี่ยนตําแหนง 
 

มุมที่เกิดขึ้นจากการเคลื่อนทีท่ี่ปลายของแขนกลเมื่อเทียบกับแกน xและ y  สามารถเขียนไดดังนี ้
 

1 2 3( , ) ( )x t tα θ γ γ γ− = + +  
 

1 1 1 31 2

1 2 3

( , ) ( ) tan tan tan SS Sx t t
h h h

α θ − − − ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− = + + ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

 
และมุมที่เกดิการเคลื่อนที่ทั้งหมดที่ปลายของแขนกลเมื่อเทียบกับแกน 0x และ 0y คือ ( , )x tα  ดังนั้น
สามารถเขียนสมการใหมไดเปน 
 

1 1 1 31 2

1 2 3

( , ) ( ) tan tan tan SS Sx t t
h h h

α θ − − − ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + + + ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
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ภาคผนวก ฌ 
การใช Fast Fourier Transform หาคาลําดบัความถี่ธรรมชาติในการทดลองจริง 
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การใช Fast Fourier Transform หาคาลําดบัความถี่ธรรมชาติในการทดลองจริง 
 
%__________________________________________________________ 
% [w,X] = MyFFT(t,x,N,showplot) computes a simple FFT of 
%   the signal x with the proper frequency scaling.  If the 
%   parameter N>length(x), will zero-pad the time history 
%   by that amount.  If fourth argument = 'plot', plots the 
%   result. 
% 
% Written by Victor Beazel on April 18, 2000 
%__________________________________________________________ 
function [w,X] = MyFFT(t,x,N,showplot) 
  
if ~exist('N') | isempty(N) | N<length(x) 
    p = ceil(log(length(x))/log(2))+2; 
    N = 2^p; 
Endฃ 
X = fft(x,N)/sqrt(N); 
X = X(1:N/2); 
dt = t(2)-t(1); 
df = 1/(dt*N); 
f = (0:N/2-1)*df; 
w = 2*pi*f; 
if exist('showplot') & lower(showplot)=='plot' 
    mag = 20*log10(abs(X)); 
    ph = unwrap(angle(X))*180/pi;  
    subplot(211) 
    semilogx(w,mag) 
    axis([min(w) max(w) min(mag) max(mag)]) 
    grid on 
    xlabel('Frequency (rad/sec)') 
    ylabel('Magnitude (dB)') 
  
    subplot(212) 
    semilogx(w,ph) 
    axis([min(w) max(w) min(ph) max(ph)]) 
    grid on 
    xlabel('Frequency (rad/sec)') 
    ylabel('Phase (deg)') 
end 
%_____________________End MyFFT.m__________________________ 
 
clear 
close all 
clc 
  
a = load('d:\Doing\Data\Matlab_work\FFT\text_data_FFT\FFT1.txt'); 
ts =1/1000; %sampling time 
t = 0:ts:ts*(length(a)-1); 
  
[w,X] = MyFFT(t,a,[],'plot'); 
  
figure(3),plot(t,a) 



 
     110 

 

 

ประวัติการศึกษา และการทํางาน 
 
ช่ือ –นามสกุล นายกนกศกัดิ์ เอี่ยมสมัย 

 
วัน เดือน ป ที่เกิด เกิดวันที่ 12 ธันวาคม 2526 

 
สถานที่เกิด  โรงพยาบาลเดก็  กรุงเทพมหานคร 

 
ประวัติการศึกษา 
ประถมศึกษา  
มัธยมศึกษา  
อุดมศึกษาปรญิญาตรี 
 

 
โรงเรียนวัดเกาะ “โพธ์ิทองเพิ่มพิทยาภูมิ” 
โรงเรียนวิเศษไชยชาญ “ตันติวิทยาภูมิ” 
มหาวิทยาลัยเกษตรศาสตร วิทยาเขตกําแพงแสน 
 

ทุนการศึกษาที่ไดรับ เงินทุนสนับสนุนงานวิจยั 
  

 




