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 จากแผนภาพของแขนกลชนดิยืดหยุนดังภาพที่ 12 เราสามารถตั้งสมมติฐานของแขนกลชนิด
ยืดหยุนเมื่อสรางแบบจําลองทางคณิตศาสตรแบบแมนตรงไดดังนี ้
 
 1)  แขนกลจะเคลื่อนที่ในแนวระดับเทานั้น 
 2)  พิจารณาเฉพาะการเปลี่ยนรูปตามแนวขวางเทานั้น 
 3)  มุมที่เกิดขึน้จากสภาพยดืหยุนของแขนกลเปนมุมเล็กๆเทานั้น 
 4)  กําหนดใหจุดหมนุและจดุที่ถูก Clamp (x=0) เปนจดุเดียวกัน 
 
 1.2.1  พิจารณาแรงที่เกิดขึน้ภายในแขนกลชนิดยดืหยุน 
 

 
  

ภาพที่ 13  แสดงแรงและโมเมนตที่เกิดขึน้ภายในคาน 
 

( , )Q x t  คือ แรงเฉือนที่กระทําตามแนวขวางในแตละชิ้นสวน dx  
( , )M x t คือโมเมนตที่เกิดขึ้นแตละชิน้สวน dx  

( , )w x t  คือ ฟงกชั่นของระยะทาง ( )x ที่ขึ้นอยูกับเวลา ( )t  
 
จากภาพที่ 13  ใชกฎของนวิตันในการพิจารณาไดดังนี ้
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2

2 2

, ,
, , , 0

Q x t w x t d t
Q x t dx Q x t dx x x L

x t dt
θ

ρ
⎡ ⎤∂ ∂⎡ ⎤

+ − = + < <⎢ ⎥⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦
           (1) 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,
, , , 0, 0 .

M x t Q x t
M x t dx M x t Q x t dx dx x L

x x
∂ ∂⎡ ⎤ ⎡ ⎤

+ − + + = < <⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦
           (2) 
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ทําการลดรูปโดยตัดพจนที่คณูกับ dx  ออก ดังนั้นสมการที่ (2) จึงกลายมาเปน 
 

( ) ( ),
, 0, 0 .

M x t
Q x t x L

x
∂

+ = < <
∂

                  (3) 

 
แทนคาสมการที่ (3) ลงในสมการที่ (1) จะได 
 

( ) ( ) ( )2 2 2

2 2 2

, ,
, 0 .

M x t w x t d t
x x L

x t dt
θ

ρ
⎡ ⎤∂ ∂

− = + < <⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦
                (4) 

 
จากเรื่องกลศาสตรวัสดุเราสามารถเขียนความสัมพันธระหวางโมเมนตบิดกับระยะที่เปล่ียนไปไดดังนี ้
 

( ) ( )2

2

,
,

w x t
M x t EI

x
∂

=
∂

                   (5) 

 
จากนั้นแทนคาสมการที่ (5) ลงในสมการที่ (4) จะได 
 

( ) ( ) ( )4 2 2

4 2 2

, ,
0

w x t w x t d t
EI x

x t dt
θ

ρ
⎡ ⎤∂ ∂

+ + =⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦
                 (6) 
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      1.2.2  พิจารณาแรงที่เกิดขึน้ภายนอกของแขนกลชนิดยืดหยุน 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
ภาพที่ 14  แสดงแรงและโมเมนตที่เกิดขึน้ภายนอกของแขนกลชนิดยืดหยุน 

 
 เมื่อมอเตอรขับฐานของแขนกลชนิดยืดหยุนนัน่หมายความวาเกิดแรงบิด (Torque) ที่

ฐาน จะสามารถเขียนแผนภาพแรงตางๆที่เกิดขึ้นในระบบไดดังภาพที่ 14 จากกฎของนิวตันเราสามารถ
เขียนสมการไดเปน 
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

2
0

2
2 2

2 2 20

,
, ,

b p p

L

p p

x L

x L

T t J t J t J t m L t

w x t
xw x t w x t

x dx m L J
t t t

θ θ θ θ

ρ
=

=

= + + +

∂⎛ ⎞
∂ ⎜ ⎟∂∂ ∂ ⎝ ⎠+ + +

∂ ∂ ∂∫
            (7) 

 
 
 
 
 
 

( )pm L tθ

2

2

( , )

( )p p

x L

w x t
xJ t J

t
θ

=

∂⎛ ⎞∂ ⎜ ⎟∂⎝ ⎠+
∂

2

2

( , )
p

x L

w x tm
t

=

∂
∂

2

2

( , )w x tdx
t

ρ ∂
∂

0 ( ) ( )pJ t J tθ θ+

x

0x

y 0y

Payload

Hub Torque input
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 1.3  การหาสมการปญหาคาขอบ 
 

 
 

ภาพที่ 15  แสดงแรงและโมเมนตที่เกิดขึน้กับมวลตรงสวนปลายของแขนกลชนิดยืดหยุน 
 
จากสมการที่ (3), (5)และกฎของนิวตัน เราสามารถเขียนความสัมพันธ ของมวลที่ปลายของแขนกลได 
 

( ) ( ) ( )3 2

3 2

, ,
p p

x L x L

w x t w x t
EI m L t m

x t
θ

= =

∂ ∂
= +

∂ ∂
               (8) 

   

( ) ( )

( )2
2

2 2

,
,

p p

x L

x L

w x t
xw x t

EI J t J
x t

θ
=

=

∂⎛ ⎞
∂ ⎜ ⎟∂∂ ⎝ ⎠= − −

∂ ∂
               (9) 

 
พิจารณาที่ปลายดานซายของแขนกลเราสามารถเขียนปญหาคาขอบไดดังนี ้
 

( )0, 0w t =                     (10) 
 

( )
0

,
0

x

w x t
x

=

∂
=

∂
                   (11) 

 
 
 
 
 

Payload 

x  

y  
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 1.4  การแกปญหาสมการการเคลื่อนที่และการหาคาความถี่ธรรมชาติ 
 
         การที่เราจะหาผลเฉลยของปญหาที่เกิดจากการสั่นสะเทือนสําหรบัที่เปน Distribute systems 
อันดับแรกเราจะตองพจิารณาระบบของเราเปนแบบระบบที่ส่ันสะเทือนอิสระ  และทั่วไปแลวจะเปน
ปญหาของ Differential  eigenvalue  ซ่ึงการแกปญหาของระบบนี้นั้นจะขึ้นอยูกับความยืดหยุน ซ่ึงจะตรง
ขามกับระบบ Discrete ซ่ึงเปน Algebraic eigenvalue problem จากสมการที่ (7)เราสามารถเขียนใหมไดวา 
 

( )

( ) ( ) ( )

( )

2 2

2 20

2
2

0
2

, ,

1 ,

L

p

x L

b p p
p

x L

w x t w x t
T t x dx m L

t t

w x tt
J J J m L x

J
t

ρ

θ

=

=

⎡ ⎤∂ ∂
− −⎢ ⎥

∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥

∂⎛ ⎞⎢ ⎥= ∂ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎡ ⎤+ + + ∂⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎢ ⎥−
∂⎢ ⎥

⎢ ⎥
⎣ ⎦

∫

           (12) 

 
เมื่อเราตองการใหระบบของเราสั่นอยางอิสระนั้นเราจะตองกําหนดใหแรงที่มากระทํากับ

ระบบของเรามีคาเปนศูนย นั่นหมายความวาใหแรงบิดเทากับศูนย จากนั้นแทนสมการที่ (12) ลงใน
สมการที่ 9(6)ได 

( ) ( )

( )

( )

( )

2

20

4 2 2

4 2 22
0

2

2

,

, , ,
0

,

L

p
b p p x L

p

x L

w x t
x dx

t
w x t w x t w x txEI m L

x t tJ J J m L

w x t
x

J
t

ρ

ρ
=

=

⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥

∂⎢ ⎥⎢ ⎥−⎢ ⎥⎢ ⎥∂⎢ ⎥⎢ ⎥
∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎢ ⎥

+ + − =⎢ ⎥⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎡ ⎤+ + +⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥∂⎛ ⎞⎢ ⎥⎢ ⎥∂ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎢ ⎥∂⎝ ⎠−⎢ ⎥⎢ ⎥∂⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥

⎣ ⎦⎣ ⎦

∫

           (13) 

 
สําหรับสมการที่เราเห็นนัน้เปนสมการที่ขึ้นอยูกับสองตวัแปรคือ ระยะทางและเวลา  ซ่ึงปกติ

สมการโดยทั่วไปจะขึ้นอยูกบัตัวแปรเดียว  ดังนั้นจึงมวีิธีที่ใชในการแกสมการแบบนีโ้ดยเฉพาะเราเรียกวา 
วิธีการแยกตวัแปร (Separation of  variables method) โดยในทีน่ี้เราจะแยกตัวแปรของระยะทางและเวลา
ออกจากกนั 
 
( ) ( ) ( ),w x t x tψ δ=                    (14) 
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( )xψ คือ ฟงกชั่นทีข่ึ้นอยูกับระยะทาง (Shape) เพียงตวัแปรเดยีว 

( )tδ  คือ ฟงกชั่นทีข่ึ้นอยูกับเวลา ( )t เพียงตวัแปรเดยีว 
 
จากวิธีการแยกตัวแปรเราสามารถปรับปรุงสมการใหมไดเปน 
 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

4

4

2

20

2 2

2 22
0

2

2

0

L

p
b p p x L

p

x L

x
EI t

x

t
x x dx

t
t txx m L x

t tJ J J m L

x t
J

x t

ψ
δ

δ
ρ ψ

δ δ
ρ ψ ψ

ψ δ
=

=

∂
+

∂
⎡ ⎤⎡ ⎤∂⎢ ⎥⎢ ⎥−⎢ ⎥⎢ ⎥∂
⎢ ⎥⎢ ⎥

∂ ∂⎢ ⎥⎢ ⎥+ − =⎢ ⎥⎢ ⎥∂ ∂⎡ ⎤+ + +⎣ ⎦⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥∂ ∂⎢ ⎥⎢ ⎥−

∂ ∂⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

∫
            (15) 

 
จากสมการ 10H(15)  เราสามารถเขียนสมการอนุพันธที่ขึ้นอยูกับตวัแปรเดียวได 
 

( )

( )
( )
( )
( )

( )
( )

4

4

0

2
0

2
2

2

1

1

L

p x L
b p p

p
x L

x
EI

x
x x dx

xx m L x
J J J m L

x
J

x

t
t t

ψ

ρ ψ

ρ ψ ψ

ψ

δ
ω

δ

=

=

∂
−

∂ ⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥−⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥+ −⎢ ⎥⎢ ⎥⎡ ⎤+ + +⎣ ⎦⎢ ⎥⎢ ⎥∂⎢ ⎥⎢ ⎥−
⎢ ⎥⎢ ⎥∂⎣ ⎦⎣ ⎦

⎛ ⎞∂
= = −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

∫

             (16) 

  

จากสมการ 11H(16) ดานซายของสมการจะขึ้นอยูกับตวัแปรของระยะทางอยางเดยีวสวนดานขวา
นั้นจะขึ้นอยูกบัตัวแปรของเวลาเพียงตวัแปรเดียว จากวธีิการแยกตวัแปรนั้นเราจะกาํหนดใหสมการนั้นมี
คาเทากับคาคงที่คาหนึ่ง จากนั้นทําการพจิารณาทีละสวน จากสมการที่ 12H(16) ในสวนทีข่ึ้นอยูกับเวลา
สามารถเขียนไดเปน 
 

( ) ( )
2

2
2 0
t

t
t
δ

ω δ
∂

+ =
∂

 

 
2 2 0r ω+ =  
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r iω= ±  
 
( ) ( )1 2cos sin cost c t c t C tδ ω ω ω φ= + = −  

 
จากสมการที ่ 13H(16) สวนของสมการที่ขึ้นอยูกับระยะคือ ( )xψ สามารถเขียนไดเปน 
 

( ) ( )
( )
( )
( )

04 2
2

4 2
0

0.

L

p x L
b p p

p
x L

x x dx
x xEI x m L x

x J J J m L
x

J
x

ρ ψ
ψ ω ρω ρψ ψ

ψ
=

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥

∂ ⎢ ⎥− + =⎢ ⎥∂ ⎡ ⎤+ + +⎣ ⎦ ⎢ ⎥∂⎢ ⎥
⎢ ⎥∂⎣ ⎦

∫
                        (17) 

 
จากสมการ 14H(17) เราสามารถแกสมการหาผลเฉลยไดดังนี ้
 

( ) ( )
4

2
4 0
x

EI x
x

ψ
ω ρψ

∂
− =

∂
 

 
4 2 0EIr ω ρ− =  

 
1/4 1/4 1/4 1/42 2 2 2

, , ,r i i
EI EI EI EI
ω ρ ω ρ ω ρ ω ρ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= + − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠  

 
ดังนั้นผลเฉลยสามารถเขียนไดเปน 
 

( )
1/4 1/42 2 1/4 1/42 2

' '
1 2 3 4 5sin cos

x x
EI EIx C e C e C x C x C x

EI EI

ω ρ ω ρ
ω ρ ω ρψ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

           (18) 

 
จากสมการ 15H(18) สามารภเขียนใหอยูในรูปไฮเปอรบอลิกไดเปน  
 

( )
1/ 4 1/ 4 1/ 42 2 2

1 2 3

1/ 42

4 5

sinh cosh sin

cos .

x C x C x C x
EI EI EI

C x C x
EI

ω ρ ω ρ ω ρψ

ω ρ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞
+ +⎜ ⎟

⎝ ⎠

             (19)
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( )

( )

1/4 1/4 1/42 2 2

1 2 3

1/42

4 5 5

sinh cosh sin

cos

x C x C x C x
EI EI EI

C x C x x C x
EI

ω ρ ω ρ ω ρψ

ω ρ ψ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞
+ + = +⎜ ⎟

⎝ ⎠

             (20) 

 
ใชวิธีการแยกตัวแปรกับปญหาคาขอบทั้งสี่ ( ) ( ) ( ),w x t x tψ δ= เราจะเขียนปญหาคาขอบใหมไดเปน 
 

( )
( )
( )
( )

( )
03

2 2
3 2

0

1

L

p p px L x L
b p px L

p
x L

x x dx
x

EI m L m L x m x
x J J J m L

x
J

x

ρ ψ
ψ

ω ψ ω ψ

ψ
= =

=

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥

∂ ⎢ ⎥= + −⎢ ⎥∂ ⎡ ⎤+ + +⎣ ⎦ ⎢ ⎥∂⎢ ⎥+
⎢ ⎥∂⎣ ⎦

∫
           (21) 

 

( )
( )
( )
( )

( )02
2 2

2 2
0

1

L

p p px L
b p p x Lx L

p
x L

x x dx
x x

EI J m L x J
x xJ J J m L

x
J

x

ρ ψ
ψ ψ

ω ψ ω

ψ
=

==

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥

∂ ∂⎢ ⎥= − +⎢ ⎥∂ ∂⎡ ⎤+ + +⎣ ⎦ ⎢ ⎥∂⎢ ⎥
⎢ ⎥∂⎣ ⎦

∫
           (22) 

( )0 0ψ =                     (23) 
 

( )
0

0
x

x
x

ψ

=

∂
=

∂
                    (24) 

 
แทนคาสมการที่ 16H(20) ลงในสมการที่ 17H(17)  จะได 
 

( ) ( )( )

( )

( )
( )

4
2

54

3

50
2

2
52

0

5

3
0

L

p px L
b p p

p p
x L

x
EI x C x

x

Lx x dx C
x m L x m C L

J J J m L
x

J J C
x

ψ
ω ρ ψ

ρ ψ ρ
ω ρ ψ

ψ
=

=

∂
− +

∂
⎡ ⎤
⎢ ⎥+
⎢ ⎥
⎢ ⎥+ + + =⎢ ⎥⎡ ⎤+ + +⎣ ⎦ ⎢ ⎥∂⎢ ⎥+ +
⎢ ⎥∂⎣ ⎦

∫  
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( )

( )
( )

3

50

2
5 52

0

5

3
1

L

p px L
b p p

p p
x L

Lx x dx C

C m L x m C L
J J J m L

x
J J C

x

ρ ψ ρ

ψ

ψ
=

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥+
⎢ ⎥
⎢ ⎥= + +⎢ ⎥⎡ ⎤+ + +⎣ ⎦ ⎢ ⎥∂⎢ ⎥+ +
⎢ ⎥∂⎣ ⎦

∫
 

 

( )
( )
( )

0

5
0

1

L

p x L

p
x L

x x dx

C m L x
J

x
J

x

ρ ψ

ψ

ψ
=

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= +⎢ ⎥
⎢ ⎥∂⎢ ⎥+
⎢ ⎥∂⎣ ⎦

∫
                  (25) 

 

( )
( )
( )

0

5 2
0

1

L

p x L
b p p

p
x L

x x dx

C m L x
J J J m L

x
J

x

ρ ψ

ψ

ψ
=

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= +⎢ ⎥⎡ ⎤+ + +⎣ ⎦ ⎢ ⎥∂⎢ ⎥+
⎢ ⎥∂⎣ ⎦

∫
               (26) 

 
ทําการแก Differential eigenvalue problem  จากปญหาคาขอบทั้ง 4 จากสมการที่ 18H(19) และ 19H(23) จะได 
 

กําหนดให  
1/ 42

EI
ω ρ β
⎛ ⎞

=⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

 

2 4 0C C+ =                     (27) 
 
จาก 20H(19)  และ 21H(24)  จะได 

( )
1 2 3 4 5cosh sinh cos sin

x
C x C x C x C x C

x
ψ

β β β β β β β β
∂

= + + − +
∂

 

 
( )

1 3 5
0

0
x

x
C C C

x
ψ

β β
=

∂
= + + =

∂
                 (28) 

 
ดังนั้น สมการที่ 22H(19) สามารถลดรูปไดเปน 
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( ) 1 2 3 4 5sinh cosh sin cosx C x C x C x C x C xψ β β β β= + + + +                                                  (29) 
 
พิจารณาสมการที่  23H(29)  สามารถเขียนไดเปน 
 

( )
1 2 3 4 5cosh sinh cos sin

x
C x C x C x C x C

x
ψ

β β β β β β β β
∂

= + + − +
∂

            (30) 

 
( )2

2 2 2 2
1 2 3 42 sinh cosh sin cos

x
C x C x C x C x

x
ψ

β β β β β β β β
∂

= + − −
∂

            (31) 

 
( )3

3 3 3 3
1 2 3 43 cosh sinh cos sin

x
C x C x C x C x

x
ψ

β β β β β β β β
∂

= + − +
∂

            (32) 

 
( )4

4 4 4 4
1 2 3 44 sinh cosh sin cos

x
C x C x C x C x

x
ψ

β β β β β β β β
∂

= + + +
∂

                   (33) 

 
จากสมการ 24H(21) สามารถเขียนไดเปน 
 

( )
( )
( )
( )

( )
03

4 3 0

L

p x L x L
p x L

p
x L

x x dx
x L m L x x

m x J
x

J
x

ρ ψ
ψρ ψ ψ

β
ψ

= =
=

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥

∂ ⎢ ⎥− + + =⎢ ⎥∂ ⎢ ⎥∂⎢ ⎥+
⎢ ⎥∂⎣ ⎦

∫

 
 
จากสมการ 25H(29)  26H(32)  และ 27H(26) จะเขยีนสมการไดเปน 
 

( )

( )

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

cosh sinh cos sin
0

sinh cosh sin cos

x L
p

x L

C x C x C x C x LC
m

C x C x C x C x C x

ρ β β β β
β

β β β β

=

=

⎡ ⎤+ − + − +⎢ ⎥
=⎢ ⎥

⎢ ⎥+ + + +⎣ ⎦
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1

2

3

4

cosh sinh

sinh cosh

0

cos sin

sin cos

p

p

p

p

C L L
m

C L L
m

C L L
m

C L L
m

ρ β β
β

ρ β β
β

ρ β β
β

ρ β β
β

⎡ ⎤⎛ ⎞
+ +⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠

⎢ ⎥
⎛ ⎞⎢ ⎥+ +⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥ =⎢ ⎥⎛ ⎞

⎢ ⎥− + +⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎢ ⎥
⎛ ⎞⎢ ⎥

+⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

                (34) 

 
จากสมการที่ 28H(22) สามารถเขียนไดเปน 
 

( )
( )
( )
( )

( )02

4 2

1 0

L

p x L
p x Lx L

p
x L

x x dx
x x

m L x
J x J x

x
J

x

ρ ψ
ψ ψρ ψ

β
ψ

=
==

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥

∂ ∂⎢ ⎥+ − =⎢ ⎥∂ ∂⎢ ⎥∂⎢ ⎥
⎢ ⎥∂⎣ ⎦

∫

 
 
จากสมการ 29H(30) , 30H(31) และ 31H(26) สามารถเขียนสมการใหมไดเปน 
 

( )

( )

1 2 3 4 52

1 2 3 4 5

sinh cosh sin cos
0

cosh sinh cos sin

x L
p

x L

C x C x C x C x C
J

C x C x C x C x C

ρ β β β β
β

β β β β β β β β

=

=

⎡ ⎤+ − − + −⎢ ⎥
=⎢ ⎥

⎢ ⎥+ + − +⎣ ⎦

 

 

1 2

2 2

3 2

4 2

sinh cosh

cosh sinh

0

sin cos

cos sin

p

p

p

p

C L L
J

C L L
J

C L L
J

C L L
J

ρ β β β
β

ρ β β β
β

ρ β β β
β

ρ β β β
β

⎡ ⎤⎛ ⎞
− +⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠

⎢ ⎥
⎛ ⎞⎢ ⎥− +⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥ =⎢ ⎥⎛ ⎞

⎢ ⎥− − +⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎢ ⎥
⎛ ⎞⎢ ⎥
− +⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

                (35) 

 
จากสมการ 32H(25) สามารถเขียนไดเปน  
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( )
( )
( )
( )
( )

( )

1 2
1

1 2 2
2

1 2
3

5
1 2 20

4

1 2 3 4

1 2 3 4

cosh sinh

sinh cosh

cos sin1

sin cos

sinh cosh sin cos

cosh sinh cos sin
p

p

C L L L

C L L L

C L L L
C

J C L L L

m L C L C L C L C L

J C L C L C L C L

ρ β β β β

ρ β β β β β

ρ β β β β

ρ β β β β β

β β β β

β β β β β β β β

− −

− − −

− −

− − −

⎡ ⎤− +
⎢ ⎥
⎢ ⎥− + +
⎢ ⎥
⎢ − + +

= ⎢
⎢ + − +
⎢
⎢ + + + +
⎢

+ + −⎢⎣ ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

            (36) 

 
แทนคาสมการที่ 33H(36) ลงในสมการที่ 34H(28) จะได 
 

1 2
0 0 0 0

2 2 2
0 0 0 0 0

3 2
0 0 0 0

4 2
0 0

cosh sinh sinh cosh

sinh cosh cosh sinh

cos sin sin cos

sin cos

p p

p p

p p

m L JLC L L L L
J J J J

m L JLC L L L L
J J J J J

m L JLC L L L L
J J J J

LC L L
J J

βρ ρβ β β β β
β β

βρ ρ ρβ β β β
β β β

βρ ρβ β β β β
β β

ρ ρ ρβ β
β β

⎛ ⎞
− + + + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞

− + + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞
− + + + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

+ − 2
0 0 0

0

cos sinp pm L J
L L

J J J
β

β β
β

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

=⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎛ ⎞

+ +⎢ ⎥⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

           (37) 

 
จากสมการที่ 35H(27) 
 

4 2C C= −  
 

และกําหนดให 32
1 2

1 1

, CCz z
C C

= =
 

 
ดังนั้นสมการที่ 36H(34) สามารถเขียนใหมไดเปน 

1

2

cosh sinh

sinh cosh

0
sin cos

cos sin

p

p

p

p

L L
m

L L
m

z
L L

m

z L L
m

ρ β β
β

ρ β β
β

ρ β β
β

ρ β β
β

⎡ ⎤⎛ ⎞
+ +⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠

⎢ ⎥
⎛ ⎞⎢ ⎥+ −⎜ ⎟⎢ ⎥
⎜ ⎟⎢ ⎥+ =
⎜ ⎟⎢ ⎥−⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥

⎢ ⎥⎛ ⎞
⎢ ⎥− +⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
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กําหนดให  

cosh sinh
p

A L L
m
ρ β β

β
⎛ ⎞

= +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 

sinh cosh

sin cos

p

p

L L
m

B
L L

m

ρ β β
β

ρ β β
β

⎛ ⎞+ −⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟

−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 

cos sin
p

C L L
m
ρ β β

β
⎛ ⎞

= − +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
จะได 
 

1 2 0A z B z C+ + =                    (38) 
 
จากสมการที่ 37H(35) สามารถเขียนใหมไดเปน 
 

2

2

1

2

2 2

sinh cosh

cosh sinh

0
cos sin

sin cos

p

p

p

p

L L
J

L L
J

z
L L

J

z L L
J

ρ β β β
β

ρ β β β
β

ρ β β β
β

ρ β β β
β

⎡ ⎤⎛ ⎞
− +⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠

⎢ ⎥
⎛ ⎞⎢ ⎥− +⎜ ⎟⎢ ⎥
⎜ ⎟⎢ ⎥+ =
⎜ ⎟⎢ ⎥−⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥

⎢ ⎥⎛ ⎞
⎢ ⎥− −⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

     

 
กําหนดให 
  

2 sinh cosh
p

D L L
J
ρ β β β

β
⎛ ⎞

= −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
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2

2

cosh sinh

cos sin

p

p

L L
J

C
L L

J

ρ β β β
β

ρ β β β
β

⎛ ⎞− +⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟

−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 

2 sin cos
p

D L L
J
ρ β β β

β
⎛ ⎞

= − −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
จะได 
 

1 2 0D z E z F+ + =                    (39) 
 
จากสมการที่ 38H(37) สามารถเขียนใหมไดเปน 
 

2
0 0 0 0

2 2
0 0 0 0 0

1

2 2
0 0 0 0 0

2 2
0 0

cosh sinh sinh cosh

sinh cosh cosh sinh

sin cos cos sin

cos sin

p p

p p

p p

m L JL L L L L
J J J J

m L JL L L L L
J J J J J

z
m L JL L L L L

J J J J J

Lz L L
J J

βρ ρβ β β β β
β β

βρ ρ ρβ β β β
β β β

βρ ρ ρβ β β β
β β β

ρ ρβ β
β β

⎛ ⎞
− + + + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞

− + + + −⎜ ⎟
⎜ ⎟ +⎜ ⎟

− + − −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

− +
0 0

0

sin cosp pm L J
L L

J J
β

β β β

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

=⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎛ ⎞

+ + +⎢ ⎜ ⎟ ⎥
⎝ ⎠⎣ ⎦

 

 
กําหนดให 
 

2
0 0 0 0

2 2
0 0 0 0 0

2 2
0 0 0 0 0

2
0 0

cosh sinh sinh cosh

sinh cosh cosh sinh

sin cos cos sin

cos sin

p p

p p

p p

m L JLG L L L L
J J J J

m L JL L L L L
J J J J J

H
m L JL L L L L

J J J J J

LI L L
J J

βρ ρβ β β β β
β β

βρ ρ ρβ β β β
β β β

βρ ρ ρβ β β β
β β β

ρ ρβ β
β β

⎛ ⎞
= − + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞

− + + + −⎜ ⎟
⎜ ⎟= ⎜ ⎟

− + − −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

= − +
0 0

sin cosp pm L J
L L

J J
β

β β β
⎛ ⎞

+ + +⎜ ⎟
⎝ ⎠
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จะได 
 

1 2 0G z H z I+ + =                    (40) 
 
นําสมการที่ 39H(38) คูณดวย E  ได 
 

1 2 0EA z EB z EC+ + =                    (41) 
 
นําสมการที่ 40H(39) คูณดวย B ได 
 

1 2 0BD z BE z BF+ + =                   (42) 
 
จากนั้นนําสมการที่ 41H(42) - 42H(41) จะได 
 

( )2 0BD EA z BF EC− + − =  
 

( )
( )2

EA BD
z

BF EC
−

=
−

                   (43) 

 
แทนคาสมการที่ 43H(43) ลงในสมการที่ 44H(42) จะได 
 

( )
( )1

FA CD
z

CE FB
−

=
−

                  (44) 

 
จากนั้นแทนคา 1z และ 2z ลงในสมการ 45H(40) จะได 
 

( )
( )

( )
( )

0
FA CD EA BD

G H I
CE FB BF EC

− −
+ + =

− −
                (45) 

 
จากสมการที่ 46H(45) เราจะสามารถหาคาความถี่ธรรมชาติในแตละลําดับได โดยใชโปรแกรม 

Matlab เขามาชวยในการแกสมการหาคาความถี่ธรรมชาติ ดังภาคผนวก ก 
 

ในการที่จะหาคาคงที่ในแตละโหมดของความถี่ธรรมชาตินั้น[ 1 2 3 4( ), ( ), ( ), ( )C i C i C i C i

และ 5 ( )C i ] จะตองใชคุณสมบัติของ Orthonormality  condition  เขามาชวย ดังภาคผนวก ข 



 
     31 

 

 

จากสมการที่ 47H(17) เราสามารถเขียนใหมไดเปน 
 
กําหนดให ( ) ( ), ( )r sx x xψ ψ ψ= จะได 
 

( ) ( )

( )

( )
( )

04
2

4 2
0

L

r

r
r r p r x L

b p p

r
p

x L

x x dx

x xEI x m L x
x J J J m L

x
J

x

ρ ψ

ψ ρω ρψ ψ

ψ
=

=

⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥

∂ ⎢ ⎥⎢ ⎥= + −⎢ ⎥⎢ ⎥∂ ⎡ ⎤+ + +⎣ ⎦⎢ ⎥⎢ ⎥∂⎢ ⎥⎢ ⎥−⎢ ⎥⎢ ⎥∂⎣ ⎦⎣ ⎦

∫
            (46) 

 

( ) ( )

( )

( )
( )

04
2

4 2
0

L

s

s
s s p s x L

b p p

s
p

x L

x x dx

x xEI x m L x
x J J J m L

x
J

x

ρ ψ

ψ ρω ρψ ψ

ψ
=

=

⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥

∂ ⎢ ⎥⎢ ⎥= + −⎢ ⎥⎢ ⎥∂ ⎡ ⎤+ + +⎣ ⎦⎢ ⎥⎢ ⎥∂⎢ ⎥⎢ ⎥−⎢ ⎥⎢ ⎥∂⎣ ⎦⎣ ⎦

∫
            (47) 

 
คูณสมการที่ 48H(46) ดวย ( )s xψ  จากนั้นทําการ Integrating ตลอดความยาวของคานไดเปน 
 

( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

4

4
0

0

2
2

0 0

L
r

s

L

r

L
s

r s r p r x L
b p p

r
p

x L

x
x EI dx

x

x x dx

x x
x x m L x dx

J J J m L
x

J
x

ψ
ψ

ρ ψ

ψ ρ
ω ρψ ψ ψ

ψ
=

=

∂
=

∂

⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥+ −⎢ ⎥⎢ ⎥⎡ ⎤+ + +⎣ ⎦⎢ ⎥⎢ ⎥∂⎢ ⎥⎢ ⎥−⎢ ⎥⎢ ⎥∂⎣ ⎦⎣ ⎦

∫

∫

∫
              (48) 

 
ทําการ Integrating by parts ดานซายของสมการที่ 49H(48) สามารถเขียนไดเปน 
 

( ) ( ) ( ) ( )4 4

4 4
0 0

L L
r r

s s

x x
x EI dx EI x dx

x x
ψ ψ

ψ ψ
∂ ∂

=
∂ ∂∫ ∫  
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กําหนดให 
 

( )su xψ=    ( )4

4
r x

dv dx
x

ψ∂
=

∂
 

 
( )s xdu dx
x

ψ∂
=

∂
  ( )3

3
r x

v
x

ψ∂
=

∂
 

 

จากสูตร udv uv vdu= −∫ ∫  

 

( ) ( ) ( ) ( )4 3 3

4 3 3
0 00

( )( )
LL L

r r r s
s s

x x x xx EI dx x dx
x x x x

ψ ψ ψ ψψ ψ
∂ ∂ ∂ ∂

= −
∂ ∂ ∂ ∂∫ ∫                           (49)

  
ทําการ Integrating ดานขวามอืของสมการ 50H(49) ไดเปน 
 

( )s xu
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ψ∂
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∂
   ( )3
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r x

dv dx
x

ψ∂
=

∂
 

 
2

2

( )s xdu dx
x

ψ∂
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∂
 

 

( )2
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r x

v
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ψ∂
=
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4

4
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3 2 2 2

3 2 2 2
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จาก  Boundary  condition  คือ สมการที่ 51H(21),  52H(22), 53H(23) และ 54H(24) แทนคาลงในสมการที่ 55H(50) ได 
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จากนั้นแทนคาสมการที่ 56H(51) ลงในสมการที่ 57H(48) จะได 
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จากนั้นจะได 
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จากสมการที่ 58H(52) เราสามารถเขียนไดเปน 
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ทําเชนเดยีวกนัโดยคณูสมการที่ 59H(47) ดวย ( )r xψ  จากนั้นทาํการ Integrating ตลอดความยาม
ของคานไดเปน 
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จากสมการที่ 60H(53) และ 61H(54) เราสามารถเขียนไดเปน 
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จากสมการที่ 62H(55) เมื่อ 2 2
r sω ω≠  เราจะไดสมการ Orthogonality  condition ดังนี ้

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

2 0
0 00

2

2
0

2

2
0

2
0 00

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

L L
L

s r s r
b p p

p
s r p s r

b p p

p r rs s
p

b p p

L L
p

r s s r
b p p

x x dx x x x x dx dx
J J J m L

m L
L L m L L

J J J m L

J L LL LJ
x x x xJ J J m L

m L
L x xdx L x xdx

J J J m L

ρρψ ψ ψ ψ

ψ ψ ψ ψ

ψ ψψ ψ

ρ
ψ ψ ψ ψ

⎡ ⎤− ⎢ ⎥⎣ ⎦⎡ ⎤+ + +⎣ ⎦

− +
⎡ ⎤+ + +⎣ ⎦

∂ ∂∂ ∂
− +

∂ ∂ ∂ ∂⎡ ⎤+ + +⎣ ⎦

− +
⎡ ⎤+ + +⎣ ⎦

∫ ∫ ∫

∫ ∫

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2
0 00

2
0

0

( )

( )( )

L L
p r s

s r
b p p

p p r s
s r

b p p

J L Lx xdx x x dx
x xJ J J m L

m LJ L LL L
x xJ J J m L

ρ ψ ψψ ψ

ψ ψψ ψ

⎧ ⎫
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎪ ⎪ =⎨ ⎬

⎡ ⎤⎪ ⎪
⎢ ⎥⎪ ⎪
⎣ ⎦⎪ ⎪

⎪ ⎪⎡ ⎤∂ ∂⎪ ⎪− +⎢ ⎥⎪ ⎪∂ ∂⎡ ⎤+ + + ⎣ ⎦⎣ ⎦⎪ ⎪
⎪ ⎪∂⎡ ⎤∂
− +⎪ ⎪⎢ ⎥∂ ∂⎡ ⎤+ + +⎪ ⎪⎣ ⎦⎣ ⎦⎩ ⎭

∫ ∫

 

 

เมื่อ 2 2, 1, 2,3,... ; r sr s ω ω= ≠  
 

เพื่อความงายเราทําการ Normalize ลําดับของความถี่ธรรมชาติโดยกําหนดให r s=  
ความสัมพันธของ Orthonormality condition เปนดังนี ้
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J L LL LJ
x x x xJ J J m L

m L
L x xdx L x xdx

J J J m L

ρρψ ψ ψ ψ

ψ ψ ψ ψ

ψ ψψ ψ

ρ
ψ ψ ψ ψ

⎡ ⎤− ⎢ ⎥⎣ ⎦⎡ ⎤+ + +⎣ ⎦

− +
⎡ ⎤+ + +⎣ ⎦

∂ ∂∂ ∂
− +

∂ ∂ ∂ ∂⎡ ⎤+ + +⎣ ⎦

− +
⎡ ⎤+ + +⎣ ⎦

∫ ∫ ∫

∫ ∫

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2
0 00

2
0

( )

( )( )

rs

L L
p r s

s r
b p p

p p r s
s r

b p p

J L Lx xdx x x dx
x xJ J J m L

m LJ L LL L
x xJ J J m L

ρ ψ ψψ ψ

ψ ψψ ψ

⎧ ⎫
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎪ ⎪ = Δ⎨ ⎬

⎡ ⎤⎪ ⎪
⎢ ⎥⎪ ⎪
⎣ ⎦⎪ ⎪

⎪ ⎪⎡ ⎤∂ ∂⎪ ⎪− +⎢ ⎥⎪ ⎪∂ ∂⎡ ⎤+ + + ⎣ ⎦⎣ ⎦⎪ ⎪
⎪ ⎪∂⎡ ⎤∂
− +⎪ ⎪⎢ ⎥∂ ∂⎡ ⎤+ + +⎪ ⎪⎣ ⎦⎣ ⎦⎩ ⎭

∫ ∫

 

 

, 1, 2,3, ...r s =  
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 ทําการลดรูปสมการ Orthonormality condition จะได 
 

0

( )( )( ) ( ) ( ) ( )
L

s r sr
r s p r s p rs

LLx x dx m L L J
x x J

ψ κ κψρ ψ ψ ψ ψ ∂∂
+ + − = Δ

∂ ∂∫             (56) 

 
โดยที่ , 1, 2,3,...r s =  
 

0

( )( ) ( )
( )

L
r

r r p r p
Lx x dx m L L J

x
ψκ ρ ψ ψ ∂

= + +
∂∫  

 

0

( )( ) ( )
( )

L
s

s s p s p
Lx x dx m L L J

x
ψκ ρ ψ ψ ∂

= + +
∂∫  

 
2

0 b p pJ J J J m L⎡ ⎤= + + +⎣ ⎦  

 

rsΔ คือ Kronecker Delta  โดย 1rsΔ =  เมื่อ r s=  
 
เมื่อ r s=  สมการที่ 63H(56) จะไดเปน 
 

( ) ( ) ( )22
2 2

0

( )( ) ( ) 1
L

rr
r p r p

Lx dx m L J
x J

κψρ ψ ψ ∂⎛ ⎞+ + − =⎜ ⎟∂⎝ ⎠∫               (57) 

 

1, 2,3,...r s= =  
 
ผลเฉลย ( )i xψ สามารถเขียนใหอยูในเทอมของคาคงที่เพียงตวัเดียวคือ 1( )C i  ไดโดยท่ี 
 

( ) 1 2 3 4 5( ) sinh ( ) cosh ( )sin ( ) cos ( )i x C i x C i x C i x C i x C i xψ β β β β= + + + +  
 
โดยที ่
 

( )
( )2 1 1 1( ) ( ) ( )
FA CD

C i z C i C i
CE FB

−
= =

−
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( )
( )3 1 2 1( ) ( ) ( )
EA BD

C i C i z C i
BF EC

−
= =

−
 

( )
( )4 2 1( ) ( ) ( )
FA CD

C i C i C i
CE FB

−
= − = −

−  
 

( )
( )
( )
( )
( )

1 2
1

1 2 2

1

1 2
5

0 1

1

( ) cosh sinh sinh cosh

sinh cosh
( )

cosh sinh
1( ) cos sin sin

( )
cos

( )

p p

p p

p

p

C i L L L m L L J L

L L LFA CD
C i

m L L J LCE FB

C i L L L m L LEA BDJ C i
BF EC J L

FA C
C i

β ρ β β ρ β β β β

β ρ β β ρ β β ρ
β β β

β ρ β β ρ β β

β β

− −

− − −

− −

− + + +

⎛ ⎞− + +−
+⎜ ⎟⎜ ⎟+− ⎝ ⎠

= ⎛ ⎞− + + +−
−⎜ ⎟⎜ ⎟− ⎝ ⎠

−( )
( )

1 2 2sin cos cos

sin
p

p

L L L m L LD
CE FB J L

β ρ β β ρ β β ρ β

β β

− − −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎛ ⎞+ − + −⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥− ⎝ ⎠⎣ ⎦

  

 

1, 2,3,...i =  
  

จากคาความถีธ่รรมชาติที่หาไดจากสมการที่ 64H(45)  และสมการ Orthonormality condition 
65H(57) เราสามารถหาคาคงที่ไดทุกคาในทกุๆ โหมดของความถี่ธรรมชาติ 
 

สมการของ Orthonormality condition สามารถเขียนใหอยูในรูปของสมการที่เกิดจากการ
ยืดหยุนของวสัดุไดเปน 
 

( )2 2

2 2
0

( )L
s r

rs rr

x xEI dx k
x x

ψ ψ∂ ∂
= Δ

∂ ∂∫                  (58) 

 

, 1, 2,3,...r s =  
 
เมื่อพิจารณาสมการที่ 66H(7) รวมกับวิธีการแยกตัวแปร (Separation of variables ) จะได   
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
0

2 2 2

2 2 20

( ) ( ) ( )
b p p

L

p p

T t J t J t J t m L t

xt t tx x dx m L L J
t t t x

θ θ θ θ

ψδ δ δρ ψ ψ

= + + + +

∂∂ ∂ ∂
+ +

∂ ∂ ∂ ∂∫
 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
2

0 2 0

( ) L

b p p p p

xtT t J J J m L t x x dx m L L J
t x

ψδθ ρ ψ ψ
∂⎛ ⎞∂

= + + + + + +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
∫  
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โดยที่กําหนดให  

( ) ( ) ( )
0

L

p p

x
x x dx m L L J

x
ψ

κ ρ ψ ψ
∂

= + +
∂∫  

 

 1.5  การสรางแบบจําลองปริภูมิสเตต 
 
        เนื่องจะระบบแขนกลชนิดยดืหยุนของเรามีมุมองศาอิสระและจํานวนลําดับของความถี่
ธรรมชาติเปนอนันต ดังนัน้เราสามารถเขียนสมการใหอยูในรูปของอนุกรมไดดังนี ้
 

1
( ) ( ) ( ) 0r r

r
T t J t tθ δ κ

∞

=

− − =∑                   (59) 

 

ระบบแขนกลชนิดยดืหยุนมจีํานวนองศาอสิระเปนอนันตสมการการเคลื่อนที่ที่เกิดขึ้นจะ
เปนลักษณะอนุกรมอนันตดงัสมการที่ 67H(59) ซ่ึงเปนไปไมไดที่จะทําการคํานวณ ดังนัน้เราจึงใชวิธีทํา
จํานวนที่เปนอนันต (Finite) มาเปนจํานวนที่จํากัด (Infinite) เพื่อทําใหระบบแขนกลชนิดยดืหยุนของเรา
สามารถทําการคํานวณได 
 
เรากําหนดคาเริ่มตนของระบบดังนี ้
 

0 0 00, ( ) ( ), 0x t t kψ δ θ= = =   
 

จากสมการ 68H(56) ( Orthonormality  condition) สามารถเขียนใหดานซายอยูในรูปของมวล
อยางเดยีวไดเปน 
 

0

( )( )( ) ( ) ( ) ( )
L

s r sr
r s p r s p rs

LLx x dx m L L J
x x J

ψ κ κψρ ψ ψ ψ ψ ∂∂
+ + = Δ +

∂ ∂∫             (60) 

 

จากสมการที ่ 69H(60) พลังงานจลนที่เกิดขึ้นกบัระบบแขนกลชนิดยืดหยุนสามารถเขียนไดดังนี ้
โดยพิจารณาจาก Orthonormality condition. 
 

1 1

( )( )1
2

N N
sr

rs
r s

ttT m
t t

δδ
= =

∂∂
=

∂ ∂∑∑                   (61) 

 

โดยที่ 00 0 0, r s rm J m m κ= = =  และ , 1, 2,...r s
rs rsm r s N

J
κ κ

= Δ + =  
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เมื่อพิจารณาสมการที่ 70H(58) จะสามารถเขียนสมการเพื่ออธิบายถึงพลังงานศักยและงานที่เกิด
ขึ้นกับระบบแขนกลชนิดยืดหยุนไดดังนี ้
 
สําหรับพลังงานศักยทีเ่กิดขึน้  พิจารณาจาก Orthogonality condition  
 

0 0

1 ( ) ( )
2

N N

r s rs rr
r s

V t t kδ δ
= =

= Δ∑∑                   (62) 

 

สําหรับงานที่เกิดขึ้น 
 

0

(0)( ) ( )
N

r
r

r
W T t t

x
ψ δ

=

∂
=

∂∑                   (63) 

 

ใชทฤษฎีของ Lagrange’s Method 
 Lagrange’s method เปนวิธีที่มีรากฐานมาจาก Hamilton’s principle และ  D’ Alembert’s 
principle ซ่ึงเปนวิธีที่ใชเร่ืองงานและพลังงานเขามาชวยในการพจิารณา เหมาะกับการใชในงานทีเ่ปน
ลักษณะระบบที่มีมุมองศาอิสระมากกวาหนึ่ง 
 
 Generalized coordinates เปน Set ของพิกดัตางๆที่เปนอสิระตอกัน โดยพิกดัเหลานีจ้ะมีจํานวน
เทากับองศาอสิระของระบบ และจะตองสามารถอธิบายถึงพฤติกรรมตางของระบบที่มีอยู ถา Generalized 
coordinate สําหรับระบบที่มอีงศาอิสระเปน n Generalized coordinate กต็องมี n คา 
 
สมการของ Lagrange สามารถเขียนไดเปน 
 

, 1, 2,3,...,i
i i i

d T T V Q i n
dt δ δ δ
⎛ ⎞∂ ∂ ∂

− + = =⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
                (64) 

 
โดยที่ iδ =Generalized coordinates 
 
จากสมการที่ 71H(61), 72H(62) และ 73H(63) 
 

0
i i

d T TM
dt

δ
δ δ

⎛ ⎞∂ ∂
= =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
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( ) 1, 2,3,...,i
i

V K Q fT t i nδ
δ
∂

= = =
∂

  
ดังนั้นเราสามารถสรางแบบจําลองทางคณติศาสตรไดดังนี้ 
 

{ } { } ( )M K fT tδ δ+ =                    (65) 

 
โดยที ่ 
 

1 2

11 2
1 11

2 1
112 22

1

1

1
0 0 0

0
0

, ,
0

0 0
0

N

N

N N
NN

N
N NN

J

m
J J

kmM K fJ

k
J

m
J

κ κ κ
κ κκ κκ

κ κκ

κ κ

κ κκ

−

⋅⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⋅ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⋅⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⋅ ⋅⋅ ⋅⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = = ⋅⎢ ⎥ ⎢ ⎥⋅ ⋅ ⋅ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⋅⎢ ⎥ ⎢ ⎥⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅⎢ ⎥ ⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥
⎢ ⎥⋅ ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦

 

         

 
โดยที่คา , ,rr rrk mκ และ ( )i xψ  สามารถหาไดตามภาคผนวก ข 
 
จากแบบจําลองทางคณิตศาสตรนี้สามารถทําเปนปริภูมิสเตตไดดังนี ้
กําหนดให 
 

1 1 2x x xδ δ= = =  
 

1 1
2 2 1[ ][ ] [ ][ ] ( )x x M K x M f T tδ δ − −= = = − +  

 
ดังนั้นปริภมูิสเตตสามารถเขียนไดเปน 
 

1 1

0 0
( )

[ ] 0
I

x x T t
M K M f− −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= +⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦

                 (66) 
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สําหรับความสัมพันธของมุมที่เปล่ียนแปลง (Output) เมื่อพิจารณาจากภาพที ่16 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
ภาพที่ 16  โครงสรางแขนกลชนิดยืดหยุน 

 
จากภาพที่ 16 ความสัมพันธของมุม ( , )x tα  สามารถเขียนไดเปน 
 

( , )( , ) ( ) arctan w x tx t t
x

α θ ⎛ ⎞= + ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
เนื่องจาก ( , )w x t มีคานอยเมื่อเทยีบกับคา x  และเราสามารถกําหนดไดวา x x≈  ดังนั้นจะได 
 

( , ) ( , ) ( , )arctan arctanw x t w x t w x t
x x x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞≈ ≈⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠  

 
ดังนั้น จากวิธีการแยกตัวแปร (Separation of variables) สามารถเขียนคามุมที่เปล่ียนแปลง (Output) ได
ดังนี ้
 

0

( )( , )( , ) ( ) ( )
N

r
r

r

xw t xt x t t
x x

ψα θ θ δ
=

= + = +∑                 (67) 

 

Payload

Hub

( , )w x t
x

0x

y

0y

( , )x tα
( )tθ

,p pJ m

x
x

0J

, , ,bJ E Iρ

P
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เมื่อเราสามารถเขียนในรูปปริภูมิสเตตแลวสามารถใชโปรมแกรม Matlab ทําการจําลองหาคา
มุมที่เปล่ียนแปลงไป (Output) ได ดงัในภาคผนวกที่ ค 
 
2.  การสรางแบบจําลองทางคณิตศาสตรดวยการประมาณ 
 
 2.1  Discrete system (Lumped – mass parameter systems) 
 
        ความสัมพันธของ Discrete system (Lumped – mass parameter systems)  ในระบบ 
Transverse  vibration of  strings  เราจะทําการ Discrete masses โดยพจิารณาไดดังนี ้
 

 
ภาพที่ 17  แสดงลักษณะการ Discrete masses บนคาน 

 
จากภาพนั้นเรากําหนดใหสวนตางๆของระบบประกอบไปดวยมวลขนาดเล็ก i ชิ้น โดยมวล

นั้นมีขนาดเบามาก  และระบบของเราโดนแรงจากภายนอกมากระทํา คือแรง F โดยแตละสวนของมวล
แตละชิ้นนั้นมรีะยะหางนอยๆเปน xΔ  และมีระยะหางจากแนวระดับเทากบั y 
 

ดังที่กลาวมานัน้เมื่อทําการพจิารณาแขนกลชนิดยดืหยุนเปนแบบ Discrete system และเปน
ลักษณะ Transverse vibration of string จะสามารถเขียนแผนภาพเมื่อเกิดการเคลื่อนที่ไดดังนี ้
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 2.2  การหาความถี่ธรรมชาติโดยวิธีการประมาณ 
 
        สมมติฐานของแขนกลชนิดยดืหยุนเมื่อสรางแบบจําลองทางคณิตศาสตรแบบประมาณ 
 
 1)  การเคลื่อนที่เกิดขึ้นตามแนวขวางเทานัน้ 
 2)  มุมที่เกิดขึน้จากสภาพยดืหยุนของแขนกลเปนมุมเล็กๆเทานั้น 
 3)  กําหนดให 1 2,m m และ 3m มีคุณสมบัติเปนอนภุาค 
 4)  ใหอนุภาคแตละกอนเชื่อมกันดวย Torsional spring ซ่ึงมีคานิจสปริงเปนเชิงเสนและไมคิด
น้ําหนกัของสปริง 
 5)  ใหอนุภาค 1 2,m m และ 3m  และสปริงเปน พารามิเตอรของระบบ 
 6)  กําหนดใหจุดหมนุและจดุที่ถูก Clamp (x=0) เปนจดุเดียวกัน 
 

เราสามารถหาความถี่ธรรมชาติของระบบไดโดยใหการเคลื่อนที่ของระบบของเราเปน
ลักษณะ Free Vibration คือไมมีแรงกระทําจากภายนอก นั่นหมายความวา ในสมการ Lagrange นัน้Q = 0 
จาก Equation of motion เราสามารถเขียนใหอยูในรูป Free vibration  ไดดังนี ้
 

0Mq Kq+ =                     (68) 
 
โดยที่สมมติใหผลเฉลยของสมการที่ 74H(68) จะอยูในรูปดังตอไปนี ้
 
( ) ( )q t PT t=  

 
โดยที่ P  เปนคาคงที่ และ T เปนฟงกช่ันที่ขึน้อยูกับตวัแปรของเวลา 
จากนั้นเราสามารถเขียนไดเปน 

 

[ ] ( ) [ ] ( ) 0m PT t k PT t+ =  
 

( )
( )

1 2

1

, 1,2,...,

n

ij j
j

n

ij j
j

k P
T t

i n
T t m P

ω=

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠− = = =
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑

∑
                (69) 

 

จากสมการที่ 75H(69) ได 
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2( ) ( ) 0T t T tω+ =  
 

และ 
 

( )2

1
0, 1,2,...,

n

ij ij j
j

k m P i nω
=

− = =∑  

 

เมื่อเขียนใหอยูในรูปเมตรกิซไดเปน 
 
[ ] [ ]2 0k m Pω⎡ ⎤− =⎣ ⎦  

 
ผลเฉลยของ 2( ) ( ) 0T t T tω+ =   เปน 
 
( ) ( )1 cosT t C tω φ= +  

 
สวน [ ] [ ]2 0k m Pω⎡ ⎤− =⎣ ⎦  จะเหน็ไดวา 0P =  เปน Trivial solution ซ่ึงเราไมสนใจ  เราสนใจตรงที่  

[ ] [ ]2 0k mω− =  

 
ซ่ึงสมการดังขางตนเราสามารถหาคาของความถี่ธรรมชาติได โดยความถี่ธรรมชาติมีคาเทากับ ω  

 
สําหรับการหาความถี่ธรรมชาติของระบบแขนกลชนิดยืดหยุนทีพ่ิจารณาลักษณะเปนแบบ 

Discrete systems (Lumped parameter systems) นั้นสามารถเขียนโครงสรางของระบบไดดังภาพที่ 18 
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ภาพที่ 18  แสดงการเคลื่อนที่แบบอิสระเมื่อทําการพิจารณาระบบเปนแบบ Discrete system 
 
พิจารณาพลังงานจลนที่เกดิขึน้ สามารถเขียนไดดังนี ้
 

( ) ( ) ( )2 2 2
1 2 2 2 3 3 2 3 4

1 1 1
2 2 2

T m q m q q m q q q= + + + + +
    

(70) 

 
พิจารณาพลังงานศักยทีเ่กิดขึน้ สามารถเขียนไดดังนี ้
 

22 2

32 4
1 2 3

1 2 3

1 1 1
2 2 2

qq qU k k k
h h h

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + + ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠     
(71) 

 
เนื่องจากการเคลื่อนที่เปนการเคลื่อนที่แบบอิสระ หมายถึงจะไมมีแรงจากภายนอกมากระทําดังนั้น  
 

0iQ =  
 
จากนั้นใชสมการ Lagrange เขามาชวยในการสรางแบบจําลองในการเคลื่อนที่ 
 

1, 2,...,i
i i i

d T T U Q i n
dt q q q
⎛ ⎞∂ ∂ ∂

− + = =⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 

 
สวนแรก Generalized coordinate คือ 2q ดังนั้นจะได 
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2

0T
q
∂

=
∂

 

 

( ) ( ) ( )1 2 3 2 2 3 3 3 4
2

d T m m m q m m q m q
dt q
⎛ ⎞∂

= + + + + +⎜ ⎟∂⎝ ⎠
 

 

1
22

2 1

kU q
q h

⎛ ⎞∂
= ⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

 

 
จากสมการ Lagrange’s equation  เราสามารถเขียนสมการไดเปน 
 

( ) ( ) ( ) 1
1 2 3 2 2 3 3 3 4 22

1

0km m m q m m q m q q
h

⎛ ⎞
+ + + + + + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
                                   (72) 

 
สวนที่สอง Generalized coordinate คือ 3q ดังนั้นจะได 
 

3

0T
q
∂

=
∂

 

 

( ) ( ) ( )2 3 2 2 3 3 3 4
3

d T m m q m m q m q
dt q
⎛ ⎞∂

= + + + +⎜ ⎟∂⎝ ⎠
 

 

2
32

3 2

kU q
q h

⎛ ⎞∂
= ⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠  

 
จากสมการ Lagrange’s equation  เราสามารถเขียนสมการไดเปน 
 

( ) ( ) ( ) 2
2 3 2 2 3 3 3 4 32

2

0km m q m m q m q q
h

⎛ ⎞
+ + + + + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
     (73) 

 
สวนที่สาม Generalized coordinate คือ 4q ดังนั้นจะได 
 

4

0T
q
∂

=
∂
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( ) ( ) ( )3 2 3 3 3 4
4

d T m q m q m q
dt q
⎛ ⎞∂

= + +⎜ ⎟∂⎝ ⎠
 

 

3
42

4 3

kU q
q h

⎛ ⎞∂
= ⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

 

 
จากสมการ Lagrange’s equation  เราสามารถเขียนสมการใหไดเปน 
 

( ) ( ) ( ) 3
3 2 3 3 3 4 42

3

0km q m q m q q
h

⎛ ⎞
+ + + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
    (74) 

 
จากสมการ 76H(72), 77H(73) และ 78H(74) เปนดังนี ้
 

( ) ( ) ( ) 1
1 2 3 2 2 3 3 3 4 22

1

0km m m q m m q m q q
h

⎛ ⎞
+ + + + + + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 

( ) ( ) ( ) 2
2 3 2 2 3 3 3 4 32

2

0km m q m m q m q q
h

⎛ ⎞
+ + + + + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 

( ) ( ) ( ) 3
3 2 3 3 3 4 42

3

0km q m q m q q
h

⎛ ⎞
+ + + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 
จากนั้นเราสามารถเขียนใหอยูในรูปเมตรกิซได 
 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1
2

1

1 2 3 2 3 3 2 2
2

2 3 2 3 3 3 32
2

3 3 3 4 4

3
2
3

0 0

0 0 0

0 0

k
h

m m m m m m q q
km m m m m q q
h

m m m q q
k
h

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥+ + +⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥⎛ ⎞⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥+ + + =⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎝ ⎠⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

⎛ ⎞⎢ ⎥
⎜ ⎟⎢ ⎥
⎝ ⎠⎣ ⎦     

(75) 

 
ซ่ึงจะเหน็วาสมการที่ 79H(75) อยูในรูป [ ] [ ] 0M q K q+ =  เราจะสามารหาความถี่ธรรมชาติได

ทั้งหมดสามลําดับเนื่องจากระบบแขนกลของเรามีจะนวนองศาอิสระเทากับสาม  โดยใชโปรแกรม 
Matlab ในการหาคา ดังภาคผนวก ฉ 
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 2.3  การสรางแบบจําลองปริภูมิสเตต 
 

 
 

ภาพที่ 19  แสดงโครงแขนกลชนิดยืดหยุนเมื่อที่การพิจารณาแบบ Discrete system 
 
โดยที ่
q = Generalized coordinates 
k = คานิจของสปริงสามารถหาคาไดดังภาคผนวก ง 
m = น้ําหนักของมวลแตละเอลิเมนต 
h = ระยะหางของแตละเอลิเมนต 
J = Moment of  inertia 
T= Torque 

( , )x tα = มุมของแขนกลที่เปล่ียนแปลงไปเมื่อเทียบกับแกนอางอิง 0x และ 0y  
 

เมื่อพิจารณาระบบแขนกลชนิดยดืหยุนเปนแบบ Discrete system (Lumped – mass 
parameter systems)  เราจะสามารถสรางแบบจําลองทางคณิตศาสตรของการเคลื่อนที่ของระบบไดโดยใช
วิธีสมการของLagrange  ซ่ึงเปนวิธีที่มีรากฐานมาจาก Hamilton’s principle และ  D’ Alembert’s principle 
ซ่ึงเปนวิธีที่ใชเร่ืองงานและพลังงานเขามาชวยในการพจิารณา เหมาะกบัการใชในงานที่เปนลักษณะ
ระบบที่มีมุมองศาอิสระมากกวาหนึ่ง 
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Generalized coordinates เปนชุดขอมูลของพิกัดตางๆที่เปนอิสระตอกนั โดยพกิัดเหลานี้จะมี
จํานวนเทากับองศาอิสระของระบบ และจะตองสามารถอธิบายถึงพฤติกรรมตางๆ ของระบบที่มีอยู ถา 
Generalized coordinate สําหรับระบบที่มอีงศาอิสระเปน n Generalized coordinate ก็ตองมี n คา 
 
สมการของพลังงานจลน พลังงานศักย และแรงภายนอกที่เกิดขึ้นตอระบบแขนกลชนดิยืดหยุนมีดังนี้ 
 
พิจารณาพลังงานจลนที่เกดิขึน้ สามารถเขียนไดดังนี ้
 

( ) ( )

( )

2 2
1 1 1 2 2 1 2 1 2 3

2
3 1 2 3 1 2 3 4

1 1 ( )
2 2
1 ( )
2

T m h q q m h h q q q

m h h h q q q q

= + + + + +

+ + + + + +
   (76) 

 
พิจารณาพลังงานศักยที่ขึน้ สามารถเขียนไดดังนี ้
 

22 2

32 4
1 2 3

1 2 3

1 1 1
2 2 2

qq qU k k k
h h h

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + + ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
    (77) 

 
แรงจากภายนอกถูกกระทําโดยแรงบดิสามารถเขียนความสัมพันธไดดงันี้ 
 

1npdW Tdq=     (78) 
 
จาก Lagrange’s Equation 
 

1, 2,...,i
i i i

d T T U Q i n
dt q q q
⎛ ⎞∂ ∂ ∂

− + = =⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠  
 

จากการพจิารณาพลังงานจลน พลังงานศักยและแรงจากภายนอก สามารถเขียนในรปู 
Lagrange’s equation ไดดังตอไปนี ้
 
สําหรับ 1i =  เราจะได 
 

1

0T
q
∂

=
∂  
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( ) ( )( )

( )( )

1 1 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 3
1

3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 4

( )

( )

T m h h q q m h h h h q q q
q

m h h h h h h q q q q

∂
= + + + + + + +

∂

+ + + + + + +
 

 

( ) ( ) ( )

( )( )

1 1 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 3
1

3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 4

( )

( )

d T m h h q q m h h h h q q q
dt q

m h h h h h h q q q q

⎛ ⎞∂
= + + + + + + +⎜ ⎟∂⎝ ⎠

+ + + + + + +

 

 

1

0U
q
∂

=
∂  

 

1npdW Tdq=  
 

1Q T=  
 
ดังนั้น Lagrange’s Equation ในกรณีที่ i = 1 เราสามารถเขียนไดเปน 
 

 1
1 1 1

d T T U Q
dt q q q
⎛ ⎞∂ ∂ ∂

− + =⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 

 ( ) ( )( )
( )( )

1 1 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 3

3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 4

( )

( )

m h h q q m h h h h q q q
T

m h h h h h h q q q q

+ + + + + + +⎡ ⎤
=⎢ ⎥

+ + + + + + +⎢ ⎥⎣ ⎦
                   (79) 

 
สําหรับ  i=2 เราจะได 
 

2

0T
q
∂

=
∂

 

 

( ) ( ) ( )1 1 1 2 2 1 2 1 2 3 3 1 2 3 1 2 3 4
2

( ) ( )T m h q q m h h q q q m h h h q q q q
q
∂

= + + + + + + + + + + +
∂

 

 

( ) ( ) ( )1 1 1 2 2 1 2 1 2 3 3 1 2 3 1 2 3 4
2

( ) ( )d T m h q q m h h q q q m h h h q q q q
dt q
⎛ ⎞∂

= + + + + + + + + + + +⎜ ⎟∂⎝ ⎠
 

 
2

1 2
2 1

qU k
q h

⎛ ⎞∂
= ⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠
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2 0Q =  
 
ดังนั้น Lagrange’s equation ในกรณีที ่i = 2 เราสามารถเขียนไดเปน 
 

2
2 2 2

d T T U Q
dt q q q
⎛ ⎞∂ ∂ ∂

− + =⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 

 
( ) ( )

( )

1 1 1 2 2 1 2 1 2 3

2
3 1 2 3 1 2 3 4 1 2

1

( )
0

( )

m h q q m h h q q q

qm h h h q q q q k
h

+ + + + + +⎡ ⎤
⎢ ⎥

=⎛ ⎞⎢ ⎥+ + + + + + ⎜ ⎟⎢ ⎥
⎝ ⎠⎣ ⎦

               (80) 

 
สําหรับ i=3 เราจะได 
 

3

0T
q
∂

=
∂

 

 

( ) ( )2 1 2 1 2 3 3 1 2 3 1 2 3 4
3

( ) ( )T m h h q q q m h h h q q q q
q
∂

= + + + + + + + + +
∂

 

 

( ) ( )2 1 2 1 2 3 3 1 2 3 1 2 3 4
3

( ) ( )d T m h h q q q m h h h q q q q
dt q
⎛ ⎞∂

= + + + + + + + + +⎜ ⎟∂⎝ ⎠
 

 
3

2 2
3 2

qU k
q h

⎛ ⎞∂
= ⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

 

 

3 0Q =  
 
ดังนั้น Lagrange’s equation ในกรณีที่ i = 3 เราสามารถเขียนไดเปน 
 

3
3 3 3

d T T U Q
dt q q q
⎛ ⎞∂ ∂ ∂

− + =⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 

 

( ) ( ) 3
2 1 2 1 2 3 3 1 2 3 1 2 3 4 2 2

2

( ) ( ) 0qm h h q q q m h h h q q q q k
h

⎛ ⎞
+ + + + + + + + + + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
            (81) 
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สําหรับ  i=4 เราจะได 
 

4

0T
q
∂

=
∂

 

 

( )3 1 2 3 1 2 3 4
4

( )T m h h h q q q q
q
∂

= + + + + +
∂

 

 

( )3 1 2 3 1 2 3 4
4

( )d T m h h h q q q q
dt q
⎛ ⎞∂

= + + + + +⎜ ⎟∂⎝ ⎠
 

 

4
3 2

4 3

qU k
q h

⎛ ⎞∂
= ⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

 

 

4 0Q =  
 
ดังนั้น Lagrange’s equation ในกรณีที่ i = 4 เราสามารถเขียนไดเปน 
 

4
4 4 4

d T T U Q
dt q q q
⎛ ⎞∂ ∂ ∂

− + =⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 

 

( ) 4
3 1 2 3 1 2 3 4 3 2

3

( ) 0qm h h h q q q q k
h

⎛ ⎞
+ + + + + + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
               (82) 

 
สมการของมวลแตละกอนทีไ่ดจากสมการ Lagrange’s equation และ Generalized 

coordinate ทั้ง 4  คือสมการที่ 80H(79), 81H(80), 82H(81) และ 83H(82) สามารถเขียนสมการไดเปน 
 

( ) ( )( )
( )( )

1 1 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 3

3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 4

( )

( )

m h h q q m h h h h q q q
T

m h h h h h h q q q q

+ + + + + + +⎡ ⎤
=⎢ ⎥

+ + + + + + +⎢ ⎥⎣ ⎦
 

 
( ) ( )

( )

1 1 1 2 2 1 2 1 2 3

2
3 1 2 3 1 2 3 4 1 2

1

( )
0

( )

m h q q m h h q q q

qm h h h q q q q k
h

+ + + + + +⎡ ⎤
⎢ ⎥

=⎛ ⎞⎢ ⎥+ + + + + + ⎜ ⎟⎢ ⎥
⎝ ⎠⎣ ⎦
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( ) ( ) 3
2 1 2 1 2 3 3 1 2 3 1 2 3 4 2 2

2

( ) ( ) 0qm h h q q q m h h h q q q q k
h

⎛ ⎞
+ + + + + + + + + + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

( ) 4
3 1 2 3 1 2 3 4 3 2

3

( ) 0qm h h h q q q q k
h

⎛ ⎞
+ + + + + + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 
จัดเรียงสมการใหมได 
 
( ) ( )
( ) ( )

2 2 2
1 1 2 1 2 3 1 2 3 1 1 1 2 1 2 3 1 2 3 2

2 1 2 3 1 2 3 3 3 1 2 3 4

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

m h m h h m h h h q m h m h h m h h h q
T

m h h m h h h q m h h h q

⎡ ⎤+ + + + + + + + + + + +
⎢ ⎥ =
⎢ ⎥+ + + + + + +⎣ ⎦  
 
( ) ( )

( ) ( )

1 1 2 1 2 3 1 2 3 1 1 2 3 2

1
2 3 3 3 4 22

1

( ) ( )
0

m h m h h m h h h q m m m q

km m q m q q
h

+ + + + + + + + +⎡ ⎤
⎢ ⎥

=⎛ ⎞⎢ ⎥+ + + ⎜ ⎟⎢ ⎥
⎝ ⎠⎣ ⎦

 

 

( ) ( ) ( ) ( ) 2
2 1 2 3 1 2 3 1 2 3 2 2 3 3 3 4 32

2

( ) ( ) 0km h h m h h h q m m q m m q m q q
h

⎛ ⎞
+ + + + + + + + + + =⎜ ⎟

⎝ ⎠  
 

3
3 1 2 3 1 3 2 3 3 3 4 42

3

( ) 0km h h h q m q m q m q q
h

⎛ ⎞
+ + + + + + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 
สามารถเขียนในรูป Matrix ไดเปน 
 

( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2
1 1 2 1 2 1 1 2 1 2 2 1 2

2 1 2 32
3 1 3 1 2 33 1 2 3

1 1 2 1 2
1 2 3 2 3 3

3 1 2 3

2 1 2
2 3 2 3 3

3 1 2 3

2 1 2

( ) ( ) ( )
( )

3 ( )( )
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+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ + ++ + ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

+ + +⎛ ⎞
+ + +⎜ ⎟+ +⎝ ⎠
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3

4
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2
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4
3
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q
q
q
q
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k q T
h

q
k

q
h

q
k
h

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥

⎡ ⎤⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎣ ⎦⎢ ⎥

⎢ ⎥
⎢ ⎥+⎣ ⎦
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦  

                                              (83) 
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จากสมการ 84H(83) เราสามารถเขียนใหอยูในรูปสมการเมตริกซไดดังนี ้
 

{ } { }M q K q Q+ =                    (84) 
 
โดยที ่
 

( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2
1 1 2 1 2 1 1 2 1 2 2 1 2

2 1 2 32
3 1 3 1 2 33 1 2 3

1 1 2 1 2
1 2 3 2 3 3

3 1 2 3

2 1 2
2 3 2 3 3

3 1 2 3

2 1

( ) ( ) ( )
( )

3 ( )( )
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( )
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( )
(

m h m h h m h m h h m h h
m h h h

m h m h h hm h h h

m h m h h
m m m m m m

M m h h h

m h h
m m m m m

m h h h
m h

⎛ ⎞+ + + + + + + +⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ + ++ + ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

+ + +⎛ ⎞
+ + +⎜ ⎟= + +⎝ ⎠

+ +⎛ ⎞
+ +⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

+( )2 3 3 3 3)h h m m m

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥+⎣ ⎦

 
 

1
2

1

2
2
2

3
2
3

0 0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

k
h

K k
h

k
h

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

  ,    

1
0

( )
0
0

Q T t

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦  

 
จากนั้นสามารถจัดรูปใหอยูในรูปปริภูมิสเตตไดโดย 
กําหนดให 
 
 1x q=  
 

2x q=  
 

[ ]1 1
1q M K x M Q− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤= +⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

 
ได  
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1 2x x=  
 

[ ] [ ]1 1
2 1x M K x M K Q− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

 

[ ]
1 1

1 1
2 2

0 0

0

Ix x
Q

M K Mx x− −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎧ ⎫ ⎧ ⎫
= +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎡ ⎤ ⎡ ⎤−⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

                             

(85) 
 
โดยที ่
 

1 1 1 1

2 2 2 2
1 2 1 2

3 3 3 3
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q q q q

x x x x
q q q q
q q q q
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⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪= = = =⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭  

 
ดังนั้นสามารถเขียนเมตรกิซของปริภูมิสเตตไดดังนี ้
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0

T

⎤
⎥
⎥
⎥ ⎧ ⎫
⎥ ⎪ ⎪
⎪ ⎪⎥ ⎨ ⎬⎥ ⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎪ ⎪⎩ ⎭⎢ ⎥

⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎦

             (86) 

 
มุมที่เปล่ียนแปลงไปของแขนกลชนิดยืดหยุนคือ 
 

32 4
1

1 2 3

qq qq
h h h

α = + + +
 

 
เขียนใหอยูในรูปของเมตริกซไดดังนี้

 

 

1[ ][ ]M K−−  1[ ]M −  
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2

3

4
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2
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4
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q
q
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q
qh h h
q
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q

α

⎡ ⎤
⎢ ⎥
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⎢ ⎥

⎡ ⎤ ⎢ ⎥= ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

               (87) 

 
สมการที่ 85H(86) และ 86H(87) แสดงปริภูมิสเตตของระบบแขนกลชนิดยดืหยุนที่ไดจากวิธีการ

ประมาณ (Lumped – parameter system) โดยในการสรางแบบจําลองทีว่ิธีการเกดิจากการประมาณนั้น
แสดงที่ภาคผนวก จ สวนคาตางๆเปนดังนี ้
 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

0.16 , 0.24

8.14 N.m/rad, k 3.99 N.m/rad

0.03762 , 0.09917

h h m h m

k k

m m kg m kg

= = =

= = =

= = =
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3.  การสรางระบบแขนกลชนิดยดืหยุน 
 
 3.1  โครงสรางของแขนกลชนิดยดืหยุน 
 

 
 

ภาพที่ 20  ชุดทองลองแขนกลชนิดยดืหยุน 
  
        โครงสรางทําจากอะลูมิเนียมแผนและกลม ติดตั้ง มอเตอรกระแสตรง ซ่ึงมีอัตราทด 1:64 ใน
สวนปลายดานบนตอกับฐานของแขนกลที่ทําจากไมบรรทัดเหล็กยาว 60 เซนติเมตร สวนปลายดานลาง
เชื่อมขอตอออนกับ Encoder ซ่ึงมีความละเอียด 360 P/R  ดังภาพที่ 20 
 
 3.2  Strain gauge 
 

ความเครียดตามแนวแกน (Axial Strain or Nominal Strain) หมายถึง อัตราของความยาวที่
เปล่ียนแปลงไปอันเนื่องมาจากมีแรงมากระทําตอความยาวเดิม 
 

 
 

ภาพที่ 21  แสดงความเครียดตามแนวแกน 
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L
L

ε Δ
=                      (88) 

 
ε    คือ ความเครียด (m./m.) 

LΔ คือ ความยาวที่เปล่ียนแปลงไปอาจเพิ่มขึ้นหรือลดลง (m.) 
 L    คือ ความยาวเดิม (m.) 
 

โดยที่ ε  เปนคาบวกเมื่อ Strain gauge ไดรับแรงดึง (Tensile) และเปนคาลบเมื่อ Strain 
gauge ไดรับแรงกด (Compressive) แมวาคา  ε  เปนคาที่ไมมีหนวย (Dimensionless) แตบางครั้งก็นิยมใช
หนวยเปน  in./in.หรือ mm/mm ในทางปฏิบัติแลวคาที่วัดไดจาก Strain gauge เปนคาขนาดเล็กมากจนคา
จะออกมาในรปู  Micro strain (με ) หรือ e x 10-6 
 
Strain gauge  คือ อุปกรณทีค่วามตานทานของตัวมันเปลีย่นแปลงเมื่อถูกทําใหยืดหรือหด หรือทําใหเกิด
ความเครียด ดงันั้น Strain gauge จึงเปนอุปกรณที่นยิมใชสําหรับวัดความเครียดมากทีสุ่ด คุณลักษณะ
ตางๆ ที่ควรจะพิจารณาในการตัดสินใจเลอืกใช  Strain gauge ในงานเฉพาะอยาง มดีังนี ้
 
 1)  คาคงตัวเปรียบเทียบ (Calibration constant) ของ Strain gauge ควรจะเสถียร ไมควร
เปล่ียนแปลงตามเวลา อุณหภูมิ หรือตัวประกอบแวดลอมอื่นๆ 
 2)  Strain gauge ควรจะสามารถวัดความเครียด (Strain) ดวยความแมนยาํ 

1 / ( / )in in m mμ μ±  ในชวงความเครียดขนาดใหญ (หรือความผิดพลาด 10 %± ) 
 3)  ขนาด Strain gauge ควรจะเล็กเพื่อวาความเครียดจะถูกประมาณดวยความผิดพลาดเล็กนอย 
 4)  การตอบสนองของ Strain gauge ซ่ึงถูกควบคุมดวยความเฉื่อยของตัวเกจ ควรเพยีงพอที่จะ
บันทึกความเครียดพลวัต (Dynamics strains)  
 5)  ระบบเกจควรมีทั้งแบบทีอ่านคา ณ ที่ตําแหนงตดิตั้ง และอานระยะไกล 
เอาตพุตจาก Strain gauge ในระหวางชวงการอานคา ควรเปนอิสระกับอุณหภูมิ และพารามิเตอรแวดลอม
อ่ืนๆ 
 6)  เกจและอุปกรณชวย ทั้งคูควรมีราคาถูกเพื่อใชประโยชนไดอยางกวางขวาง 
 7)  Strain gauge ควรติดตั้งและใชงานงาย 
 8)  Strain gauge ควรจะตอบสนองเปนแบบเชิงเสนตอความเครียดในชวงกวาง 
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ภาพที่ 22  ลักษณะของ Strain gauge 
 
ภาพที่ 22 Strain gauge แบบกัดขึ้นรอยแผนโลหะบาง (Etched-foil strain gages) 
ความไวของโลหะตัวนําตอความเครียดเปนไปตามสมการ 
 

(1 2 )A
a a

ddR
RS v

ρ
ρ

ε ε
= = + +                   (89) 

 

AS คือ คาของความไว 

aε คือ ความเครียดตามแนวแกน 
R คือ ความตานทาน 
ρ คือ คาความตานทานจําเพาะ 
v คือ คาอัตราสวน Poison 
 

อาจทําการวดัความเครียดดวยลวดยาวตรง ถาทําการตรวจวัดการเปลีย่นแปลงความตานทาน 
เมื่อลวดถูกกระทําใหเกิดความเครียด อยางไรก็ตามวงจรที่ตองการใชวัด dR มีแหลงจายไฟกําลัง ซ่ึงถูก
จํากัดกระแส และกําลังสูญเสียของเกจเองก็ถูกจํากดั ดวยเหตนุี ้Strain gauge สวนใหญจึงถูกสรางมาใหมี
ความตานทานเทากับ 120 โอหม หรือมากกวา ดวยความตานทานที่สูงสวนมากแลว Strain gauge ไม
สามารถที่จะทําไดในลกัษณะที่เปนลวดยาวตรงเพราะจะทําไหเกจยาวเกินไป 
 

Strain gage เกดิขึ้นเมื่อป 1936 เกจทําจากเสนลวดที่มีเสนผานศูนยกลางเล็กมากมีรูปรางเปน
ตาราง หลังจากป 1950 เกจสวนใหญทําจาก Ultra-thin metal foil โดยใชกระบวนการ   โฟโต-เอตชิง 
กระบวนการนี้สามารถจะทําเกจในลักษณะใดก็ได โดยเกจจะมีขนาดเล็กมาก เกจมาตรฐานที่มีใชอยูใน
ปจจุบันมีความตานทาน 120 โอหม  350 โอหม และ 1000 โอหม    เกจแผนโลหะบางทําจาก Constantan, 
Karmar หรือ Isoelastic alloys 
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Strain gauge ที่มีลักษณะนี้จะบอบบาง เปราะและฉกีขาดไดงาย เพื่อเปนการหลีกเหล่ียง
ปญหาดังกลาว ฟลมโลหะจงึถูกผนึกไวกบัแผนพลาสติกบางกอนเขากระบวนการโฟโตเอตชิง แผน
พลาสติกบางจะทําหนาทีเ่ปนวัสดุรองรับ ตัวรองรับจะมีเครื่องหมายเสนกึ่งกลางของความยาวและความ
กวางของเกจ เพื่อความสะดวกในการติดตัง้ และทําหนาที่เปนฉนวนไฟฟา ระหวาง Strain gauge กับวัสดุ
ตัวอยางทีน่ํา Strain gauge ไปติดตั้ง 
 

Strain gage ที่ใชงานกนัอยูทัว่ๆ ไปนั้นจะใช Polyimide plastic ที่มีความเหนยีวและยดืหยุน
เปนวัสดุรอรับ สําหรับการใช Strain gauge เปนทรานสดิวเซอร ซ่ึงความถูกตองแมนยําและความเปนเชิง
เสนมีความสําคัญมาก จะใชอีพอกซีเปนตวัรองรับ  
 

สําหรับการใชงานที่อุณหภูมสูิงมากๆ เกจทีส่ามารถถอดตัวรองรับออกไดก็มีใช ตวัรองรับจะ
ถูกถอดออกระหวางการติดตั้งเกจ ตวัยดึเซรามิกจะถูกใชเพื่อรักษารูปรางของ Strain gauge และเปน
ฉนวนระหวางเกจกับวัสดุตวัอยางที่ติดเกจ 
 
 3.3  วงจรวีทสโตน บริดจ (Half Bridge) 
 

 เนื่องจากคาความเครียดทีเ่กดิขึ้นจริงมีคานอยมาก ดังนั้นจึงตองมีการตอ Strain gauge  กับ
วงจรวีทสโตน บริดจ (Wheatstone bridge) ซ่ึงจะใหเอาตพุตเปนแรงดันไฟฟา ระหวาง 1-10 

/V microunit of strainμ โดยลักษณะของวงจรแสดงดังภาพที่ 23 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพที่ 23  ลักษณะวงจรวิทสโตนบริดจ 
 

1 2 3, ,R R R และ 4R คือ ความตานทาน 

EXV คือ แรงดันไฟฟาสําหรับเล้ียงวงจรวีทสโตน บริดจ 

oV  คือ แรงดันไฟฟาจากวงจรวทีสโตน บริดจ 

4R1R

3R2R

EXV
0V

− +
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ดังนั้นแรงดันที่วัดไดเปนดังนี้ 
 

3 2
0

3 4 1 2
EX

R RV V
R R R R
⎡ ⎤

= −⎢ ⎥+ +⎣ ⎦
                  (90) 

  
ในการตอวงจรเริ่มแรก จะกาํหนดใหความตานทาน 1 2R R= และ 3 4R R= เพื่อใหวงจร

สมดุลและอานคาแรงดันทีไ่ดเทากับศูนย ถาหากเราเปลีย่นคา 4R เปน Strain gauge และสมมุติให   Strain 
gauge มีการเปลี่ยนแปลงความตานทานเนื่องจากมีแรงมากกระทําเปน RΔ จะไดวา  
 

( )( )GR R GF εΔ =                    (91) 
 
GF คือ Gauge Factor 

RΔ  คือ ความตานทานของ Strain gauge ที่เล่ียนแปลงไป 

GR   คือ คาความตานทานของ Strain gauge มีคาเทากับ 3R ขณะที่ 1 2R R= เมื่อแทนคาทั้งหมดลงใน
สมการจะไดอัตราสวนแรงดนัไฟฟาดงันี ้
 

0 ( )( ) 1
4 1 ( )

2
EX

V GF
V GF

ε
ε

⎡ ⎤
⎢ ⎥

= − ⎢ ⎥
⎢ ⎥+
⎣ ⎦

                 (92) 

 

GR R+ Δ
1R

3R2R

EXV
0V

− +

 
 

ภาพที่ 24  วงจรวิทสโตนบริดจที่มีลักษณะ Quarter bridge 
 

ถาหากเราติดตัง้ Strain gauge ลงบนบริเวณที่มีการเปลี่ยนแปลงความเครียดเทากนัแตมีทิศ
ทางตรงขามกัน จะทําใหแรงดันไฟฟาที่ไดเพิ่มจากการติดตั้ง Strain gauge แบบตัวเดียวประมาณ 2 เทา ถา
ทําการติดตั้ง Strain gauge กบัคานยื่นโดยดานบนของคานติดตั้ง Strain gauge ที่ใชแทนความตานทาน 
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4R ของวงจร สวน Strain gauge อีกตัวติดดานลางของคานและใชแทนความตานทาน 3R ของวงจร เราจะ
เรียกการตอวงจรแบบนีว้า Half Bridge โดยมีสมการของแรงดันไฟฟาคือ  
 

0 ( )( )
2EX

V GF
V

ε
= −                    (93) 

 

GR R+ Δ
1R

GR R−Δ2R

EXV
0V

− +

 
 

ภาพที่ 25  วงจรวิทสโตนบริดจที่มีลักษณะ Half  bridge 
 

ถาหากทําการติดตั้ง Strain gauge คลายๆ กับแบบ Half bridge แตติดดานละ 2 ตัว ดังภาพที่ 
26 โดยให 1R อยูดานเดยีวกับ 3R และ 2R อยูดานเดยีวกับ 4R จะทําใหไดแรงดนัไฟฟาเพิ่มเปน 2 เทาจาก
แบบ Half bridge ดังสมการ 
 

0 ( )( )
EX

V GF
V

ε= −                    (94) 

 

GR R+ Δ
GR R+ Δ

GR R−ΔGR R−Δ

EXV
0V

− +

 
 

ภาพที่ 26  วงจรวิทสโตนบริดจที่มีลักษณะ Full  bridge 
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ถึงแมวาการตอวงจร Strain gauge แบบ Full Bridge circuit จะทําใหไดแรงดันออกมาสูงสุด 
และเปนการชดเชยอณุหภูมไิปดวย แตแรงดันไฟฟาที่ไดนั้นกย็ังนอยเกินไป ไมเพียงพอตอการนําไปใช
งาน จึงจําเปนตองมีการใชตวัขยายสัญญาณ (Amplifier) รวมกับ Bridge Circuit ดวย 
 

ใช Strain gauge ในการตรวจวัดตําแหนงตางๆ ของแขนกล (ภาคผนวก ซ) ดังแสดงในภาพที่ 
27  ซ่ึงใช Strain gauge จาก Tokyo Sokki Kenkyujo ชนิด FLA-5-11 มีความตานทาน 120 โอหม ขนาด 5 
มิลลิเมตร มี Gauge factor เทากับ 2.11 โดยเราจะใชวงจรวีทสโตน บริดจ ชนิด Haft bridge  ทําการติดตั้ง
บนไมบรรทัดเหล็กทั้งหมด 3 จุด 
 

 
 

ภาพที่ 27  แสดงการติดตั้ง Strain gaugeแบบ Half  bridge กับแขนกลชนิดยดืหยุน 
 
การติดตั้ง Strain gauge มีขั้นตอนดังนี ้
 
 1)  ทําความสะอาดแขนกลที่เปนไมบรรทัดเหล็กดวยอาซิโตน(Acetone)ใหปราศจาก ความชื้น 
เศษผงโลหะ ฝุนและสี  
 2)  ทําการกําหนดตําแหนงทีจ่ะวาง Strain gauge ฝงดานหนาและดานหลังของไมบรรทัดใหได
ตําแหนงตรงกนั  
 3)  ติดตั้ง Strain gauge ดวยกาวชนิดทีก่ําหนดไวคือ NP-50 ซ่ึงชวยใหมีอายุการใชงานยาวถึงหนึ่ง
ลานรอบการทํางาน โดยเมื่อทากาวแลวใชนิ้วหวัแมมือกดประมาณ 2 นาที เพื่อไลฟองอากาศจากนั้นกาว
จะแหง จากนัน้สามารถหุม Strain gage ดวยซิลิโคน ซ่ึงจะทําหนาที่ปองกันความชืน้และสิ่งสกปรก 
 4)  ตรวจสอบการติดตั้งดวยสายตา การติดตั้งที่สมบูรณจาํเปนอยางยิ่งเพื่อใหไดผลที่นาเชื่อถือ 
การมีฟองอากาศหรือมีฝุนอยูระหวาง Strain gauge จะทาํใหประสิทธภิาพลดลง 
 5)  ทดสอบเบือ้งตนโดยการวัดคาความตานทานที่เปล่ียนแปลงเมื่อช้ินงานเกดิการดัดงอ     
 
 3.4  สรางวงจรขยายสัญญาณ 
 
         Operational amplifier หรือเรียกสั้นๆ วาออปแอมป  เปนอุปกรณอิเล็กทรอนิกสที่มี
โครงสรางภายในเปนวงจรทีซั่บซอน  ประกอบไปดวย  ตัวตานทาน  ทรานซิสเตอร  ตัวเก็บประจุ  และ
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ไดโอดเปนจํานวนมาก ประโยชนของออปแอมปนั้นสวนใหญจะใชขยายสัญญาณในชวง  Low  voltage 
โดยวงจรในการใชขยายสัญญาณก็มีหลายชนิดขึ้นอยูกับการใชงาน 
 

 
 

ภาพที่ 28 แสดงแผนภาพของ Single  operational amplifier 
 

เนื่องจากคาแรงดันไฟฟาที่ไดจาก Half bridge มีคาต่ํามากระดับ mV จึงอาศัยการขยาย
สัญญาณจากวงจร Instrumentation amplifier ดังแสดงในภาพที่ 29  ซ่ึงในวงจร Instrumentation amplifier 
จะใชออปแอมปชนิด Single operational amplifier 3 ตัว เบอร CA 3140 (4.5MHz,BiMos Operational 
amplifier with MOSFET Input/Bipolar output) จาก Intersil ใชไฟเลี้ยง ± 15 โวลต โดยวงจร 
Instrumentation amplifier จะทําหนาที่ขยายสัญญาณจากวงจรวีทสโตนบริดจ ที่ไดตดิตั้ง Strain gauge 
เอาไว โดยในการทดลองนี้จะตองทําวงจร Instrumentation amplifier 3 วงจร เนื่องจากเราติดตั้ง Strain 
gauge สําหรับวัดตําแหนงของแขนกล 3 จุด  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพที่ 29  แสดง Single operational amplifier เบอร CA3140 และวงจรขยายสัญญาณ 
                            Instrumentation amplifier 
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โดยในการสรางแผงวงจรขยายสัญญาณนัน้ตัวแผงวงจรจะใชแผงไขปลาจากนั้นทําการ
บัดกรี ตามวงจร Instrumentation amplifier จํานวน 3 ชุดวงจร สายไฟที่ใชเปนสายเงนิขนาด 0.5 
มิลลิเมตร เนื่องจากสามารถนําไฟฟาไดดี โดยตัวตานทานที่ใชเปนตวัตานทานที่มีคณุภาพมีความ
คลาดเคลื่อนเพียง ± 1% ตัวตานทานที่ใชมดีงันี้ 
R1= 100kΩ  R2= 50KΩ  R3= 100kΩ  Rgain= 2kΩ  
 

 

ภาพที่ 30  แสดงวงจรขยายสัญญาณและวงจรวิทสโตนบริดจทั้งสามชุด 
 
โดยอัตราการขยายสัญญาณสามารถคํานวณไดดังนี ้
 

31

2 1 2

2(1 )OUT

gain

V RR
V V R R

= +
−

                  (95) 

 
ในการทดลองตองการกําลังขยายประมาณ 202 เทาจึงไดออกแบบใหมคีาความตานทาน

ดังตอไปนี ้
 
 R1= 100kΩ , R2= 50KΩ , R3= 100kΩ , Rgain= 2kΩ     
  
4.  วิธีการทําการทดลองจริงกับแขนกลชนดิยืดหยุน 
 
 4.1  หาความสมัพันธระหวางแรงบิดของมอเตอรกับแรงดันไฟฟาที่จายใหกับมอเตอร 
 

การสรางสมการเพื่อคํานวนหาแรงบิดของมอเตอรโดยในที่นี้ตองการหาความสัมพนัธ
ระหวางแรงบดิของมอเตอรและแรงดนัไฟฟาที่จายใหกับมอเตอร 
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mT J θ=                     (96) 
 
T AV Bθ= −                     (97) 
 
โดยที่  
T = แรงบิดที่เกดิขึน้จากมอเตอร (N.m) 
V =แรงดันไฟฟาที่จายใหกับมอเตอร (Volt) 

mJ =โมเมนตความเฉื่อยของแกนมอเตอรรวมกบัจาน (Coupling) สําหรับเชือ่มตอกับฐาน(Hub) 
,A B = คาคงที่ 

 
จากสมการที่ 87H(96) และ 88H(97) เราสามารถเขียนความสัมพันธใหมไดเปน 
 

mJ BV
A A
θ θ= +                    (98) 

 

ทําการหาคา mJ
A

และ B
A

 ดวยวิธี Linear least square ดังภาคผนวก ช 

 

จะได 0.006, 0.5583, 0.876mJ B norm
A A

= = =  

 
เมื่อ 5 22.15 10 .mJ x kg m−=  
 
ดังนั้นจะได  

3

3

3.587 10
1.75 10

A x
B x

−

−

=

=
 

 
จากสมการที่ 89H(97) เราสามารถเขียนความสมัพันธระหวางแรงบิดและแรงดันไฟฟาทีจ่ายใหกับมอเตอรได
ดังนี ้
 

3 33.587 10 1.75 10T x V x θ− −= −                  (99) 
 

จากสมการที่ 90H(99) เราสามารถหาแรงบิด (Input) ของระบบไดเนื่องจากแรงดันไฟฟา ( )V คือ 
Sine Wave ที่เราสรางขึ้นมา สวน θ  คืออนุพันธของมุมที่เปล่ียนแปลงไปเมื่อเทียบกับเวลา 
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สวนคามุมที่จดุปลายที่เปล่ียนแปลงไปนัน้เราสามารถวัดคาไดจาก Strain gauge และ 
Encoder  โดยที่การปรับเทียบ Strain gauge จะแสดงไวในภาคผนวก ซ 
 

4.2  การหาความถี่ธรรมชาติจากการทดลองจริงมีขั้นตอนดังนี ้
 
        ติดตั้งอุปกรณในการตรวจจับความเร็วเชิงมุม (Rate gyro) ติดที่บริเวณปลายของแขนกลชนิด
ยืดหยุน  ดังภาพที่ 31 
 

 
 

ภาพที่ 31  แสดงการติดตั้งอปุกรณตรวจจบัความเร็วเชิงมุม 
 
 1)  สัญญาณที่ไดจะสงเขาการดควบคุมของ Labview ซ่ึงสัญญาณที่ไดนั้นจะเปนสัญญาณ
แบบตอเนื่อง (Analog signal) 
 2)  ปลอยใหระบบเคลื่อนทีแ่บบอิสระ  จากนั้นใชโปรแกรม Labview ในการเก็บคา อัตราเร็วที่
วัดได  โดยอยูในรูปของ Text file 
 3)  จากนัน้นําคาอัตราเร็วที่เก็บไดในรูป Text  file  เปนขอมูลจากนั้นใชโปรแกรม Matlab ในการ
หาความถี่ธรรมชาติ  โดยใชวิธี Fast  Fourier Transform (FFT) ดังภาคผนวก ฌ 
 
5.  คาคุณสมบตัิตางๆที่ใชในการทดลอง 
 
ความยาวของแขนกล ( ) 0.56L m=  
คาโมดูลัสความยืดหยุนของแขนกล 11 2( ) 2.1 10 .E x N m−=  
โมเมนตความเฉื่อยอันเนื่องมาจากพื้นทีห่นาตัดของคาน 11 4( ) 1.67 10I x m−=  
ความหนาแนนเชิงเสนของแขนกลชนิดยดืหยุน ( ) 0.25 /kg mρ =  
น้ําหนกัของมวลที่ปลายของแขนกลชนิดยดืหยุน ( ) 0.09917pm kg=  
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โมเมนตความเฉื่อยที่เกิดจากแกนมอเตอรรวมกับฐาน 5 2
0( ) 17.55 10 .J x kg m−=  

โมเมนตความเฉื่อยที่เกิดจากมวล pm ที่ติดที่ปลาย 2( ) 0.012 .pJ kg m=  
โมเมนตความเฉื่อยที่เกิดจากมวลของแขนกลชนิดยดืหยุน 2( ) 0.013122 .bJ kg m=  
 
6.  สถานที่ในการทําการทดลอง 
 
 ทําการทดลอง ณ หองปฏิบัตกิารควบคุมหุนยนตและการสั่นสะเทือน (CRV Lab) ภาควิชา
วิศวกรรมเครื่องกล คณะวิศวกรรมศาสตร มหาวิทยาลัยเกษตรศาสตร กรุงเทพ 
 
7.  ระยะเวลาในการทํางาน 
 
 กันยายน พ.ศ. 2550 – สิงหาคม พ.ศ. 2551  
 รวมระยะเวลาทั้งสิ้น 12 เดือน 
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ผลและวิจารณ 
 

ผล 
 

1.  ความถี่ธรรมชาติที่ไดจากการทดลองจริงสามารถแสดงไดดังภาพที่ 32 ใหแขนกลชนิด
ยืดหยุนเคลื่อนที่แบบอิสระเกบ็คาอัตราเร็วเชิงมุมจาก Rate Gyro  จากนัน้นํามาวเิคราะหกับ Fast Furrier 
Transform จะสามารถเห็นลําดับของความถี่ธรรมชาติไดหาลําดับดังภาพที่ 32   
 

 
 
ภาพที ่32  แสดงลําดับของความถี่ธรรมชาติจากการทดลองจริงโดยเก็บคาความเร็วเชงิมุมจาก Rate gyro  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Mode 1 Mode 2

Mode 5

Mode 4 

Mode 3 
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ตารางที่ 1  ตารางเปรียบเทียบคาความถี่ธรรมชาติระหวางแบบจําลองทางคณิตศาสตรแบบเมนตรง  
แบบจําลองทางคณิตศาสตรแบบประมาณและคาความถีธ่รรมชาติที่ไดจากการทดลองจริง 
(Hz.)  

 
ลําดับของความถี่

ธรรมชาติ 
แบบจําลองแบบแมน

ตรง 
แบบจําลองแบบ

ประมาณ 
การทดลองจริง 

1 1.43 3.40 1.75 
2 5.73 10.85 4.93 
3 16.87 23.55 13.53 
4 34.21 - 39.79 
5 75.60 - 79.90 

 
 

ตารางที่ 2  ตารางเปอรเซ็นตความผิดพลาดของคาความถี่ธรรมชาติของแบบจําลองแบบแมนตรงและแบบ
ประมาณ เมื่อเปรียบเทียบกบัผลการทดลองจริง 

  

ลําดับ 

ความถี่ธรรมชาติ 

เปอรเซ็นตความผิดพลาดของ
แบบจําลองแบบแมนตรงเมือ่เทียบ

กับการทดลองจริง 

เปอรเซ็นตความผิดพลาด
ของแบบจําลองแบบ

ประมาณเมื่อเทียบกับการ
ทดลองจริง 

1. 18.29% 94.29% 
2. 16.23% 119.47% 
3. 24.69% 74.06% 
4. 14.02% - 
5. 5.38% - 
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2.  ผลการทดลองจากการพจิารณาตําแหนงการเคลื่อนที่ที่จุดปลายของแขนกลชนิดยดืหยุนของ
แบบจําลองทางคณิตศาสตรแบบแมนตรง  แบบจําลองทางคณิตศาสตรแบบประมาณและจากการทดลอง
จริง โดยใชโปรแกรม Matlab แสดงในภาคผนวก ค และ จ 

 
 
ภาพที่ 33  แสดงผลการทดลองเมื่อทําการเปรียบเทียบระหวางแบบจําลองแบบเมนตรง  แบบจําลองแบบ

ประมาณและการทดลองจริง 
 
 นอกจากนี้เมื่อทําการหาคาเฉลี่ยกําลังสองของความคลาดเคลื่อนของมุมการเคลื่อนที่ที่จุดปลาย
ของแขนกลชนิดยดืหยุนระหวางแบบจําลองทางคณิตศาสตรแบบแมนตรงกับการทดลองจริงมีคา 0.1726 

และแบบจําลองทางคณิตศาสตรแบบประมาณกับการทดลองจริงมีคา 0.6899 จากภาพที่ 33 ความคลาด
เคลื่อนที่เกิดขึน้สามารถนําผลความคลาดเคลื่อนนี้มาเขียนแสดงไดดังภาพที่ 74 
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ภาพที่ 34  แสดงความคลาดเคลื่อนระหวางแบบจําลองทางคณิตศาสตรแบบแมนตรงกับผลการทดลอง 

                   จริงและความคลาดเคลื่อนระหวางแบบจําลองทางคณิตศาสตรแบบประมาณกับผลการทดลอง 

                   จริง 
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วิจารณ 
 

1.  คาความถี่ธรรมชาติที่ไดจากการทดลองจริงดังภาพที่ 32 เราพบลําดับความถี่ธรรมชาติที่
ปรากฏขึ้น มีทั้งหมด 5 ลําดับนับวาดีมากในระดับหนึ่ง  แตในความเปนจริงจะตองมีมากกวานั้น ที่เปน
เชนนี้เนื่องมาจากในการทดลองนั้นเราปลอยใหระบบเคลื่อนที่แบบอิสระและในการเคลื่อนที่นี้ความถี่ที่
เกิดขึ้นและตรงกับความถี่ธรรมชาติมีทั้งหมด 5 ความถี ่
 

2.  จากตารางผลการทดลองที่ 1 และ 2 จะเห็นไดวาแบบจําลองทางคณติศาสตรแบบแมนตรงมี
เปอรเซ็นตความผิดพลาดนอยกวาแบบจําลองทางคณิตศาสตรแบบประมาณเมื่อเปรียบเทียบกับการ
ทดลองจริง  โดยแบบจําลองทางคณิตศาสตรแบบประมาณมีความคลาดเคลื่อนจากการทดลองจริงถึงสอง
เทา 
 

3.  จากภาพที่ 33 เปนผลการทดลองเมื่อพิจารณาตําแหนงการเคลื่อนที่ที่จุดปลายของแขนกลชนิด
ยืดหยุนจะเห็นวาชวง 5 วินาทีแรกแบบจําลองทางคณิตศาสตรแบบแมนตรงและแบบประมาณมคีวาม
ถูกตอง แตหลังจากนั้นจะเหน็ไดวาแบบจาํลองทางคณิตศาสตรแบบแมนตรงมีความถูกตองมากกวาได
อยางชัดเจน 
 

4.  Amplitude การเคลื่อนที่ ที่ไดจากแบบจําลองทางคณติศาสตรทั้งแบบแมนตรงและแบบ
ประมาณนัน้มคีานอยกวาการทดลองจริง 
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สรุปและขอเสนอแนะ 
 

สรุป 
 

1.  ผลการหาความถี่ธรรมชาติจากการทดลองจริงโดยใช Rate gyro เก็บคาความเร็วเชงิมุมของ
แขนกลในขณะที่แขนกลชนดิยืดหยุนเคลื่อนที่แบบอิสระ เมื่อใช Fast Furrier Transform สรางกราฟ จะ
ปรากฏลําดับความถี่ธรรมชาติที่เห็นไดจัดเจนทั้งหมด 5 ลําดับดังภาพที่ 32 นั่นหมายความวาในขณะ
เคลื่อนที่ ความถี่ในการเคลื่อนที่ที่ตรงกับคาความถี่ธรรมชาติมีทั้งหมด 5 ความถี ่
 

2.  เมื่อทําการเปรียบเทียบความถูกตองในแตละลําดับความถี่ธรรมชาตินั้น  จากผลการทดลองใน
ตารางที่ 1 และ 2 จะเห็นไดอยางชัดเจนวาคาความถี่ธรรมชาติที่ไดจากแบบจําลองทางคณิตศาสตรแบบ
แมนตรงมีความแมนยําและสอดคลองกับคาที่ไดจากการทดลองจริงมากกวาคาความถี่ธรรมชาติที่ไดจาก
แบบจําลองทางคณิตศาสตรแบบประมาณ โดยดูจากเปอรเซ็นตความผิดพลาดที่เทียบกับการทดลองจริง  
 

3.  จากภาพที่ 33 เมื่อใชโปรแกรม Matlab ทําการจําลองการเคลื่อนที่  ที่ตําแหนงปลายของแขน
กลชนิดยดืหยุน จากนัน้ทําการเปรียบเทียบระหวางแบบจาํลองทางคณิตศาสตรแบบแมนตรง  แบบจําลอง
ทางคณิตศาสตรแบบประมาณ และผลที่ไดจากการทดลองจริง  จะเหน็วาชวง 5 วินาทีแรก แบบจาํลอง
แบบทางคณิตศาสตรแบบแมนตรงและแบบประมาณมคีวามถูกตอง แตหลังจากนัน้จะเห็นไดวา
แบบจําลองทางคณิตศาสตรแบบแมนตรงมีความถูกตองและสอดคลองกับการทดลองจริงมากกวา
แบบจําลองทางคณิตศาสตรที่ไดจากการประมาณ แต Amplitude ของแบบจําลองทั้งสองมีคานอยกวาผล
จากการทดลองจริง 
 

4.  จากคาเฉลี่ยกําลังสองของความคลาดเคลื่อนของมุมการเคลื่อนที่ที่จุดปลายของแขนกลชนิด
ยืดหยุน ปรากฏวา คาจากแบบจําลองทางคณิตศาสตรแบบแมนตรงกับการทดลองจริงมีความคลาดเคลื่อน
นอยกวาคาจากแบบจําลองทางคณิตศาสตรแบบประมาณกับการทดลองจริง 
 

5.  ทั้งผลของความถี่ธรรมชาติและการเคลือ่นที่ที่จุดปลายของแขนกลชนิดยดืหยุน ปรากฏวา
แบบจําลองทางคณิตศาสตรแบบแมนตรงมีความถูกตองมากกวาแบบจาํลองทางคณิตศาสตรแบบ
ประมาณ เมื่อทําการเทียบกบัการทดลองจริงในทุกๆกรณี ที่เปนเชนนีเ้นื่องจากแบบจําลองทาง
คณิตศาสตรแบบประมาณ กําหนดมุมองศาอิสระไมมากพอเนื่องจากความจํากดัของความยาวของแขนกล
และจํานวน Strain gauge ที่ตองใช 
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ขอเสนอแนะ 
 

1.  แขนกลชนดิยืดหยุนที่ใชในการทดลอง ถาความยาว ยาวมากๆ จะสามารถเห็นการเคลื่อนที่ได
ชัดเจน 
 

2.  ควรติดตั้ง Strain gauge  เพิ่ม เนื่องจากในการสรางแบบจําลองทางคณิตศาสตรแบบประมาณ 
การกําหนดมมุองศาอิสระขึ้นอยูกับตําแหนงและการติดตั้ง Strain gauge เมื่อมุมองศาอิสระมากขึ้นความ
แมนยําในแบบจําลองทางคณิตศาสตรแบบประมาณจะมีคามากขึ้นดวย
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ภาคผนวก ก 
โปรแกรม Matlab สําหรับหาลําดับของความถี่ธรรมชาติของแบบจําลองแบบแมนตรง 
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โปรแกรม Matlab สําหรับหาลําดับของความถี่ธรรมชาติของแบบจําลองแบบแมนตรง 
 
clear 
close all 
clc 
  
d = 1; %interval between sampling 
N = 500; %total number of points 
L=0.56; 
m=0.09917; 
p=0.25; 
Jp=0.012; 
J0=1.755*10^-4; 
Jb=0.013122; 
E=2.1*10^(11); 
I=1.67*10^(-11); 
J=(J0+Jb+Jp+m*L^2); 
  
for i=1:N 
    w(i) = i*d; 
     
    x=(p*w(i)^2/E/I)^(1/4); 
     
  
A(i)=p/x/m*cosh(x*L)+sinh(x*L); 
B(i)=p/x/m*sinh(x*L)+cosh(x*L)-p/x/m*sin(x*L)-cos(x*L); 
C(i)=-p/x/m*cos(x*L)+sin(x*L); 
  
D(i)=p/x^2/Jp*sinh(x*L)-x*cosh(x*L); 
Y(i)=p/x^2/Jp*cosh(x*L)-x*sinh(x*L)+p/x^2/Jp*cos(x*L)-x*sin(x*L); 
F(i)=-p/x^2/Jp*sin(x*L)-x*cos(x*L); 
  
G(i)=p*L/J0/x*cosh(x*L)-p/J0/x^2*sinh(x*L)+m*L/J0*sinh(x*L)+... 
    Jp*x/J0*cosh(x*L)+x; 
H(i)=p*L/J0/x*sinh(x*L)-p/J0/x^2*cosh(x*L)+p/J0/x^2+m*L/J0*cosh(x*L)+... 
    Jp*x/J0*sinh(x*L)-p*L/J0/x*sin(x*L)-p/J0/x^2*cos(x*L)+p/J0/x^2-... 
    m*L/J0*cos(x*L)-Jp*x/J0*sin(x*L); 
Z(i)=-
p*L/J0/x*cos(x*L)+p/J0/x^2*sin(x*L)+m*L/J0*sin(x*L)+Jp*x/J0*cos(x*L)+x; 
  
Q(i)=G(i)+(F(i)*A(i)-C(i)*D(i))/(C(i)*Y(i)-F(i)*B(i))*H(i)+... 
    (Y(i)*A(i)-B(i)*D(i))/(B(i)*F(i)-Y(i)*C(i))*Z(i); 
end 
  
 plot(w,Q) 
 xlabel('Natural fequency(rad)') 
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ภาพผนวกที ่ก1  แสดงคาลําดับความถี่ธรรมชาติ 5 ลําดับ 
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ภาคผนวก ข 
โปรแกรม Matlab สําหรับหาคาคงที่ของผลเฉลยสําหรับแบบจําลองแบบแมนตรง 
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โปรแกรม Matlab สําหรับหาคาคงที่ของผลเฉลยสําหรับแบบจําลองแบบแมนตรง 
 
clear 
close all 
clc 
  
L=0.54; 
m=0.09917; 
p=0.25; 
Jp=0.012; 
J0=1.755*10^-4; 
Jb=0.013122; 
E=2.1*10^(11); 
I=1.67*10^(-11); 
J=(J0+Jb+Jp+m*L^2) 
  
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%5 
 w=215; 
 x=(p*w^2/E/I)^(1/4); 
     
  %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%repare 
  A=p/x/m*cosh(x*L)+sinh(x*L); 
  B=p/x/m*sinh(x*L)+cosh(x*L)-p/x/m*sin(x*L)-cos(x*L); 
  C=-p/x/m*cos(x*L)+sin(x*L); 
  
  D=p/x^2/Jp*sinh(x*L)-x*cosh(x*L); 
  Y=p/x^2/Jp*cosh(x*L)-x*sinh(x*L)+p/x^2/Jp*cos(x*L)-x*sin(x*L); 
  F=-p/x^2/Jp*sin(x*L)-x*cos(x*L); 
  
  G=p*L/J0/x*cosh(x*L)-... 
p/J0/x^2*sinh(x*L)+m*L/J0*sinh(x*L)+Jp*x/J0*cosh(x*L)+x; 
  H=p*L/J0/x*sinh(x*L)-... 
p/J0/x^2*cosh(x*L)+p/J0/x^2+m*L/J0*cosh(x*L)+... 
Jp*x/J0*sinh(x*L)-p*L/J0/x*sin(x*L)-p/J0/x^2*cos(x*L)+p/J0/x^2-... 
m*L/J0*cos(x*L)-Jp*x/J0*sin(x*L); 
  Z=-p*L/J0/x*cos(x*L)+p/J0/x^2*sin(x*L)+m*L/J0*sin(x*L)+ ... 
Jp*x/J0*cos(x*L)+x; 
  %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

 
A1=(F*A-C*D)/(C*E-F*B); 
A2=(E*A-B*D)/(B*F-E*C); 
A3=(F*A-C*D)/(C*E-F*B); 

 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

 
j=0:0.01:0.54; 
sol=p*(sinh(x*j)+A1*cosh(x*j)+A2*sin(x*j)-A3*cos(x*j)+... 
    1/J0*((p*L/x*cosh(x*L)- ... 
p/x^2*sinh(x*L)+m*L*sinh(x*L)+Jp*x*cosh(x*L))+... 
    A1*(p*L/x*sinh(x*L)- ... 
p/x^2*cosh(x*L)+p/x^2+m*L*cosh(x*L)+Jp*x*sinh(x*L))+... 
   A2*(-p*L/x*cos(x*L)+p/x^2*sin(x*L)+m*L*sin(x*L)+Jp*x*cos(x*L))-... 
    A3*(p*L/x*sin(x*L)+p/x^2*cos(x*L)- ... 
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p/x^2+m*L*cos(x*L)+Jp*x*sin(x*L)))*j)^2 
V1=trapz(j,sol); 
V2=m*(sinh(x*L)+A1*cosh(x*L)+A2*sin(x*L)-A3*cos(x*L)+... 
    1/J0*((p*L/x*cosh(x*L)-
p/x^2*sinh(x*L)+m*L*sinh(x*L)+Jp*x*cosh(x*L))+... 
    A1*(p*L/x*sinh(x*L)- ... 
p/x^2*cosh(x*L)+p/x^2+m*L*cosh(x*L)+Jp*x*sinh(x*L))+... 
   A2*(-p*L/x*cos(x*L)+p/x^2*sin(x*L)+m*L*sin(x*L)+Jp*x*cos(x*L))-... 
    A3*(p*L/x*sin(x*L)+p/x^2*cos(x*L)- ... 
p/x^2+m*L*cos(x*L)+Jp*x*sin(x*L)))*L)^2; 
V3=Jp*(x*cosh(x*L)+A1*x*sinh(x*L)+A2*x*cos(x*L)+A3*x*sin(x*L)+... 
    1/J0*((p*L/x*cosh(x*L)- ... 
p/x^2*sinh(x*L)+m*L*sinh(x*L)+Jp*x*cosh(x*L))+... 
    A1*(p*L/x*sinh(x*L)- ... 
p/x^2*cosh(x*L)+p/x^2+m*L*cosh(x*L)+Jp*x*sinh(x*L))+... 
   A2*(-p*L/x*cos(x*L)+p/x^2*sin(x*L)+m*L*sin(x*L)+Jp*x*cos(x*L))-... 
    A3*(p*L/x*sin(x*L)+p/x^2*cos(x*L)- ... 
p/x^2+m*L*cos(x*L)+Jp*x*sin(x*L))))^2; 

 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

 
k=0:0.01:0.54; 
solu=p*k.*(sinh(x*k)+A1*cosh(x*k)+A2*sin(x*k)-A3*cos(x*k)+... 
    1/J0*((p*L/x*cosh(x*L)- ... 
p/x^2*sinh(x*L)+m*L*sinh(x*L)+Jp*x*cosh(x*L))+... 
    A1*(p*L/x*sinh(x*L)- ... 
p/x^2*cosh(x*L)+p/x^2+m*L*cosh(x*L)+Jp*x*sinh(x*L))+... 
   A2*(-p*L/x*cos(x*L)+p/x^2*sin(x*L)+m*L*sin(x*L)+Jp*x*cos(x*L))-... 
    A3*(p*L/x*sin(x*L)+p/x^2*cos(x*L)- ... 
p/x^2+m*L*cos(x*L)+Jp*x*sin(x*L)))*k); 
u1=trapz(k,solu); 
  
u2=m*L*(sinh(x*L)+A1*cosh(x*L)+A2*sin(x*L)-A3*cos(x*L)+... 
    1/J0*((p*L/x*cosh(x*L)- ... 
p/x^2*sinh(x*L)+m*L*sinh(x*L)+Jp*x*cosh(x*L))+... 
    A1*(p*L/x*sinh(x*L)- ... 
p/x^2*cosh(x*L)+p/x^2+m*L*cosh(x*L)+Jp*x*sinh(x*L))+... 
   A2*(-p*L/x*cos(x*L)+p/x^2*sin(x*L)+m*L*sin(x*L)+Jp*x*cos(x*L))-... 
    A3*(p*L/x*sin(x*L)+p/x^2*cos(x*L)- ... 
p/x^2+m*L*cos(x*L)+Jp*x*sin(x*L)))*L); 
  
u3=Jp*(x*cosh(x*L)+A1*x*sinh(x*L)+A2*x*cos(x*L)+A3*x*sin(x*L)+... 
    1/J0*((p*L/x*cosh(x*L)- ... 
p/x^2*sinh(x*L)+m*L*sinh(x*L)+Jp*x*cosh(x*L))+... 
    A1*(p*L/x*sinh(x*L)- ... 
p/x^2*cosh(x*L)+p/x^2+m*L*cosh(x*L)+Jp*x*sinh(x*L))+... 
   A2*(-p*L/x*cos(x*L)+p/x^2*sin(x*L)+m*L*sin(x*L)+Jp*x*cos(x*L))-... 
    A3*(p*L/x*sin(x*L)+p/x^2*cos(x*L)- ... 
p/x^2+m*L*cos(x*L)+Jp*x*sin(x*L)))); 
  
 
 

 
u=u1+u2+u3; 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
V4=u^2/J; 
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%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

 
C1=(1/(V1+V2+V3-V4))^0.5; 
C2=C1*(F*A-C*D)/(C*E-F*B); 
C3=C1*(E*A-B*D)/(B*F-E*C); 
C4=-C2; 
C5=C1/J0*((p*L/x*cosh(x*L)- ... 
p/x^2*sinh(x*L)+m*L*sinh(x*L)+Jp*x*cosh(x*L))+... 
    A1*(p*L/x*sinh(x*L)- ... 
p/x^2*cosh(x*L)+p/x^2+m*L*cosh(x*L)+Jp*x*sinh(x*L))+... 
   A2*(-p*L/x*cos(x*L)+p/x^2*sin(x*L)+m*L*sin(x*L)+Jp*x*cos(x*L))-... 
    A3*(p*L/x*sin(x*L)+p/x^2*cos(x*L)- ... 
p/x^2+m*L*cos(x*L)+Jp*x*sin(x*L))); 

 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

 
ui=C1*u 
mi=1+ui^2/J 

 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

 
q=0:0.01:0.54; 
k=C1*x^2*sinh(x*q)+C2*x^2*cosh(x*q)-C3*x^2*cos(x*q)-C4*x^2*cos(x*q); 
ki=E*I*trapz(q,k) 

 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

 
sioutput=(C1*sinh(x*L)+C2*cosh(x*L)+C3*sin(x*L)+C4*cos(x*L)+C5*L)/L 
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ภาคผนวก ค 
โปรแกรม Matlab สําหรับแสดงตําแหนงที่ปลายแขนกลชนิดยืดหยุนที่เปล่ียนแปลงไป 

สําหรับแบบจาํลองแบบแมนตรง 
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โปรแกรม Matlab สําหรับแสดงตําแหนงที่ปลายแขนกลชนิดยืดหยุนที่เปล่ียนแปลงไป 
สําหรับแบบจาํลองแบบแมนตรง 
 
clear all 
clc 
  
By=[0.056 -0.0025 -0.0037 -0.0032;... 
    -0.0025 1.001 1.64e-4 1.42e-4;... 
    -0.0037 1.64e-4 1.002 2.1e-4;... 
    -0.0032 1.42e-4 2.14e-4 1.002]; 
  
  
K=[0 0 0 0;0 3290 0 0;0 0 72203 0;0 0 0 74330];     
 
Binv=inv(By)  
 
BK=-Binv*K 
 
f=[1;0;0;0] 
Binvxf=Binv*f 
  
A=... 
    [0 0 0 0 1 0 0 0;0 0 0 0 0 1 0 0;0 0 0 0 0 0 1 0; ... 
    0 0 0 0 0 0 0 1;... 
    0 -146.74 -4762.19 -4239.73 0 0 0 0;... 
    0 -3287.08 -0.0849 -0.0635 0 0 0 0;... 
    0 -0.0039 -72076.47 -0.1058 0 0 0 0;... 
    0 -0.0028 0.185 -74195.18 0 0 0 0] 
  
    B=[0;0;0;0;17.8668;0.0446;0.066;0.057] 
  
   C=[1,1.8207,2.4292,2.0567,0,0,0,0]   
   D=0 
  
sys=ss(A,B,C,D) 
  
u= load('D:\Doing\Data\Text_file\openloop\opentorque.txt'); 
Alpha=pi/180*load... 
    ('D:\Doing\Data\Text_file\openloop\openalpha(deg).txt'); 
  
%sampling time  
ts=0.025; 
t=0:ts:40.0; 
  
y=lsim(ss(A,B,C,D),u,t)  
plot(t,y,t,Alpha) 
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ภาคผนวก ง 
แสดงการหาคานิจสปริง 
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แสดงการหาคานิจสปริง 
 

 
 

ภาพผนวกที ่ง1   แสดงแขนกลชนิดยดืหยุน 

 
 

ตางรางผนวกที่ ง1  แสดงคานิจสปริงที่ตําแหนง h1และ h2 ( h1=h2 =0.16 m. ) 
 

Angle (degree) Angle (rad) Force (kg) Force (N) Moment(N.m) k(N.m/rad) 

5 0.0873 0.4 3.924 0.6278 7.19 
10 0.1745 0.95 9.3195 1.4911 8.54 
15 0.2618 1.45 14.2245 2.2759 8.69 

    Average 8.14 
 
ตางรางผนวกที่ ง2  แสดงคานิจสปริงที่ตําแหนง h3 ( h3= 0.24 m.) 
 

Angle (degree) Angle (rad) Force (kg) Force (N) Moment(N.m) k(N.m/rad) 

5 0.0873 0.1 0.981 0.2354 2.7 
10 0.1745 0.3 2.943 0.7063 4.05 
15 0.2618 0.5 4.905 1.1772 4.5 
20 0.3491 0.7 6.867 1.64808 4.72 

    Average 3.99 
 

 
 

 
 

M3 M2 M1 

h3 h1 h2 
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ภาพผนวกที่ ง2  แสดงวิธีการหาคานิจสปริง 
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ภาคผนวก จ 
โปรแกรม Matlab สําหรับแสดงตําแหนงที่ปลายแขนกลชนิดยืดหยุนที่เปล่ียนแปลงไป 

สําหรับแบบจาํลองแบบประมาณ 
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โปรแกรม Matlab สําหรับแสดงตําแหนงที่ปลายแขนกลชนิดยืดหยุนที่เปล่ียนแปลงไป 
สําหรับแบบจาํลองแบบประมาณ 

 
clear all 
clc 
  
%form equation (86) and (87) in state space system 
%h1=h2=0.16m,h3=0.24m 
%k1=k2=8.14 N.m/rad,k3=3.99 N.m/rad 
%m1=m2=0.03726 kg, m3=0.09917 kg 
  
A=[0 0 0 0 1 0 0 0;... 
    0 0 0 0 0 1 0 0;... 
    0 0 0 0 0 0 1 0;... 
    0 0 0 0 0 0 0 1;... 
    0 6150 41367 -8573 0 0 0 0;... 
    0 -9436 1833 1372 0 0 0 0;... 
    0 7468 -23523 3213 0 0 0 0;... 
    0 -1476 -1476 -482 0 0 0 0]; 
  
B=[0;0;0;0;120.88;-19.34;-19.34;-29.012] 
  
h1=0.16;h2=0.16;h3=0.24; 
  
C=[1,1/h1,1/h2,1/h3,0,0,0,0]; 
  
D=0; 
  
  
sys=ss(A,B,C,D) 
  
ts=0.025; 
t=0:ts:40.025; 
 
u= load('D:\Doing\Data\Text_file\torque(new).txt'); 
 
y=lsim(ss(A,B,C,D),u,t) 
 
plot(t,y,t,u); 
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ภาคผนวก ฉ 
โปรแกรม Matlab สําหรับหาลําดับของความถี่ธรรมชาติของแบบจําลองแบบประมาณ 
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โปรแกรม Matlab สําหรับหาลําดับของความถี่ธรรมชาติของแบบจําลองแบบแมนตรง 
 
clear 
close all 
clc 
% Eigen value problem 
  
m1=0.03762;m2=0.03762;m3=0.09917; 
k1=8.14;k2=8.14;k3=3.99; 
h1=0.16;h2=0.16;h3=0.24; 
  
M=[m1+m2+m3 m2+m3 m3;m2+m3 m2+m3 m3;m3 m3 m3]; 
K=[k1/h1^2 0 0;0 k2/h2^2 0;0 0 k3/h3^2]; 
  
[D,V]=eig(K,M) 
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ภาคผนวก ช 
โปรแกรม Matlab สําหรับหาคาคงที่สมการอนุพันธโดยวิธี Linear least-square 
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โปรแกรม Matlab สําหรับหาคาคงที่สมการอนุพันธโดยวิธี linear least-square 
 
clear 
close all 
  
%load data 
V = -0.15+load('C:\bird\Voltage4.txt'); 
theta = pi/180*load('C:\bird\thata_Encoder4.txt'); 
  
ts = 0.1; %sampling period 
thetad = diff(theta)/ts; 
thetadd = diff(thetad)/ts; 
  
figure(1), 
subplot(221),plot(theta) 
subplot(222),plot(thetad) 
subplot(223),plot(thetadd) 
subplot(224),plot(V) 
%perform linear least-square 
[x,resnorm] = lsqlin([thetadd, thetad(1:length(thetadd)),... 
    theta(1:length(thetadd))], V(1:length(thetadd)),... 
    [],[],[],[],[0;0;0],[+inf;+inf;+inf]) 
  
%simulate 
t = 0:ts:(length(V)-1)*ts; 
thetam = lsim(tf(1,[x(1),x(2),x(3)]),V,t,0); 
figure(2),plot(t,theta),hold on,plot(t,thetam,'r'),hold off 

 

 
 

ภาพผนวกที่ ช1  แสดงแบบจําลองเมื่อใชวิธี  Linear least-square 
 

 



 
     100 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาคผนวก ซ 
แสดงวิธีการปรับเทียบ Strain gauge และการหาตําแหนงที่จุดปลายของแขนกลชนิดยดืหยุน 
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การปรับเทียบ Strain gauge 
 
หาความสัมพนัธระหวางคาแรงดัน( 0VΔ ) กับตําแหนง( SΔ )ที่เปล่ียนแปลงไป 
 

 
 

ภาพผนวกที่ ซ1  แสดงการกําหนดตําแหนงตางๆของมวลและคานจิสปริง 
 
 

 
 

ภาพผนวกที่ ซ2  แสดงวิธีการปรับเทียบหาความสัมพันธระหวางแรงดันไฟฟาและตําแหนง 
 
 
 
 
 

 
 

M3 M2 M1 

K3 K1 K2 
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มวล M1 ความสัมพันธระหวางคาแรงดัน( 0VΔ )กับตําแหนง( SΔ )เปนดังนี ้
 
ตารางผนวกที่ ซ1  แสดงความสัมพันธระหวางคาแรงดนั( 0VΔ )กับตําแหนง( SΔ )ที่มวล M1 

 

ตําแหนง (cm.) แรงดันไฟฟา (Volt) 
2.5 1.03 
2.0 1.10 
1.5 1.20 
1.0 1.31 
0.5 1.46 
0 1.58 

-0.5 1.66 
-1.0 1.78 
-1.5 1.90 
-2.0 2.00 
-2.5 2.10 

 
สมการความสัมพันธที่ไดคือ 0 0.2216 1.5564V S= − +  เมื่อ 0V y= และ S x=  

 

y = -0.2216x + 1.5564
R² = 0.9977

0

0.5

1

1.5

2

2.5

-4 -2 0 2 4

Strain gauge ตัวที ่1

Strain gauge ตัวท่ี 1

เชิงเสน (Strain gauge 
ตัวท่ี 1)

 
 
ภาพผนวกที่ ซ3  แสดงความสัมพันธระหวางแรงดนัไฟฟาและตําแหนงของ Strain gauge ตัวที่ 1 
 

y 

x 
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มวล M2 ความสัมพันธระหวางคาแรงดัน( 0VΔ )กับตําแหนง( SΔ )เปนดังนี ้
 
ตารางผนวกที่ ซ2  แสดงความสัมพันธระหวางคาแรงดนั( 0VΔ )กับตําแหนง( SΔ )ที่มวล M2 

 

ตําแหนง (cm.) แรงดันไฟฟา (Volt) 
4.0 0.76 
3.5 0.82 
3.0 0.93 
2.5 1.06 
2.0 1.17 
1.5 1.30 
1.0 1.41 
0.5 1.53 
0 1.67 

-0.5 1.76 
-1.0 1.87 
-1.5 1.99 
-2.0 2.09 
-2.5 2.21 
-3.0 2.31 
-3.5 2.42 
-4.0 2.5 

 
สมการความสัมพันธที่ไดคือ 0 0.2257 1.6353V S= − +  

 
เมื่อ 0V y= และ S x=  
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y = -0.2257x + 1.6353
R² = 0.9989

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

-6 -4 -2 0 2 4 6

Strain gauge ตัวที ่2

Strain gauge ตัวท่ี 2

เชิงเสน (Strain gauge 
ตัวท่ี 2)

 
 

ภาพผนวกที่ ซ4  แสดงความสัมพันธระหวางแรงดนัไฟฟาและตําแหนงของ Strain gauge ตัวที่ 2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

y 

x 
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มวล M3 ความสัมพันธระหวางคาแรงดัน( 0VΔ )กับตําแหนง( SΔ )เปนดังนี ้
 
ตารางผนวกที่ ซ3  แสดงความสัมพันธระหวางคาแรงดนั( 0VΔ )กับตําแหนง( SΔ )ที่มวล M3 

 

ตําแหนง (cm.) แรงดันไฟฟา (Volt) 
4.0 -1.70 
3.5 -1.80 
3.0 -1.89 
2.5 -1.99 
2.0 -2.07 
1.5 -2.15 
1.0 -2.24 
0.5 -2.32 
0 -2.42 

-0.5 -2.51 
-1.0 -2.58 
-1.5 -2.56 
-2.0 -2.72 
-2.5 -2.80 
-3.0 -2.84 
-3.5 -2.91 
-4.0 -2.98 

 
สมการความสัมพันธที่ไดคือ 0 0.1591 2.3812V S= −  

 
เมื่อ 0V y= และ S x=  
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y = 0.1591x - 2.3812
R² = 0.9938

-3.5

-3

-2.5

-2

-1.5

-1

-0.5

0
-6 -4 -2 0 2 4 6

Strain gauge ตัวที ่3

Strain gauge ตัวท่ี 3

เชิงเสน (Strain gauge 
ตัวท่ี 3)

 
 

ภาพผนวกที ่ซ5  แสดงความสัมพันธระหวางแรงดนัไฟฟาและตําแหนงของ Strain gauge ตัวที่ 3 
 
 Strain gauge มีหนาที่ในการวัดตําแหนงของมวลที่ปลายขณะที่มวลเคลื่อนที่โดย Strain gauge แต
ละตัวจะมีความสัมพันธระหวาง 0V (Volt)กับ 1 2,S S และ 3S (Meter) ดังสมการดังตอไปนี ้
 

Strain gauge ตัวที่ 1     
30

1
1.5564 10

0.2216
VS −−⎛ ⎞= ×⎜ ⎟−⎝ ⎠  

 

Strain gauge ตัวที่ 2  
30

2
1.6353 10

0.2257
VS −−⎛ ⎞= ×⎜ ⎟−⎝ ⎠  

 

Strain gauge ตัวที่ 3  
30

3
2.3812 10

0.1591
VS −+⎛ ⎞= ×⎜ ⎟
⎝ ⎠  

 

x 

y 
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ภาพผนวกที่ ซ6  แสดงแผนภาพการคํานวณมุมที่ปลายเมื่อแขนกลเกดิการเปลี่ยนตําแหนง 
 

มุมที่เกิดขึ้นจากการเคลื่อนทีท่ี่ปลายของแขนกลเมื่อเทียบกับแกน xและ y  สามารถเขียนไดดังนี ้
 

1 2 3( , ) ( )x t tα θ γ γ γ− = + +  
 

1 1 1 31 2

1 2 3

( , ) ( ) tan tan tan SS Sx t t
h h h

α θ − − − ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− = + + ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

 
และมุมที่เกดิการเคลื่อนที่ทั้งหมดที่ปลายของแขนกลเมื่อเทียบกับแกน 0x และ 0y คือ ( , )x tα  ดังนั้น
สามารถเขียนสมการใหมไดเปน 
 

1 1 1 31 2

1 2 3

( , ) ( ) tan tan tan SS Sx t t
h h h

α θ − − − ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + + + ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
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ภาคผนวก ฌ 
การใช Fast Fourier Transform หาคาลําดบัความถี่ธรรมชาติในการทดลองจริง 
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การใช Fast Fourier Transform หาคาลําดบัความถี่ธรรมชาติในการทดลองจริง 
 
%__________________________________________________________ 
% [w,X] = MyFFT(t,x,N,showplot) computes a simple FFT of 
%   the signal x with the proper frequency scaling.  If the 
%   parameter N>length(x), will zero-pad the time history 
%   by that amount.  If fourth argument = 'plot', plots the 
%   result. 
% 
% Written by Victor Beazel on April 18, 2000 
%__________________________________________________________ 
function [w,X] = MyFFT(t,x,N,showplot) 
  
if ~exist('N') | isempty(N) | N<length(x) 
    p = ceil(log(length(x))/log(2))+2; 
    N = 2^p; 
Endฃ 
X = fft(x,N)/sqrt(N); 
X = X(1:N/2); 
dt = t(2)-t(1); 
df = 1/(dt*N); 
f = (0:N/2-1)*df; 
w = 2*pi*f; 
if exist('showplot') & lower(showplot)=='plot' 
    mag = 20*log10(abs(X)); 
    ph = unwrap(angle(X))*180/pi;  
    subplot(211) 
    semilogx(w,mag) 
    axis([min(w) max(w) min(mag) max(mag)]) 
    grid on 
    xlabel('Frequency (rad/sec)') 
    ylabel('Magnitude (dB)') 
  
    subplot(212) 
    semilogx(w,ph) 
    axis([min(w) max(w) min(ph) max(ph)]) 
    grid on 
    xlabel('Frequency (rad/sec)') 
    ylabel('Phase (deg)') 
end 
%_____________________End MyFFT.m__________________________ 
 
clear 
close all 
clc 
  
a = load('d:\Doing\Data\Matlab_work\FFT\text_data_FFT\FFT1.txt'); 
ts =1/1000; %sampling time 
t = 0:ts:ts*(length(a)-1); 
  
[w,X] = MyFFT(t,a,[],'plot'); 
  
figure(3),plot(t,a) 
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ประวัติการศึกษา และการทํางาน 
 
ช่ือ –นามสกุล นายกนกศกัดิ์ เอี่ยมสมัย 
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